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SEMINAR 1

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

1.1 Ecuatii liniare de ordinul n cu coeficienti constanti

Forma generala este:
Lyl = ay™ + a1y V + - + a,y = f(x),

cu a; € R constante.
Daca avem f(x) = 0, atunci ecuatia se numeste omogend.
Avem o metoda algebrica de a rezolva aceasta ecuatie, folosind:

Definitie 1.1: Se numeste polinomul caracteristic atasat ecuatiei omogene L[y] = 0 polinomul:
F(r) = ayr" + a;r"™ + - + a,,
iar F(r) = 0 se numeste ecuatia caracteristica atasata ecuatiei diferentiale.

Folosind aceasta notiune, putem rezolva direct ecuatia, tinind seama de urmatoarele cazuri
posibile:

Teorema 1.1: (1) Daca ecuatia caracteristica F(r) = 0 are raddacini reale si distincte r;, atunci un
sistem fundamental de solutii este dat de:

="},

.....

citate p, atunci pentru aceastd radacind avem p solutii liniar independente (pe linga celelalte):

yi(x) = €', y(x) = xe™F, .., yp(x) = xP e



(3) Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice avem si raddacini complexe, de exemplur = a + ib
siT = a— ib, atunci fiecarei perechi de radacini complexe conjugate 1i corespund doud solutii
liniar independente (pe linga celelalte):

yi(x) = e cos bx, y(x) = €™ sin bx.

(4) Daca ecuatia caracteristica are radacini complexe ca mai sus, cu ordinul de multiplicitate p,
atunci lor le corespund 2p solutii liniar independente:

{yj(x) = x/" e cos bx }j

De exemplu: y” - y = 0, cu conditiile y(0) = 2 si y’(0) = 0.
Solutie: Ecuatia caracteristica este r? - 1 = 0, deci r,, = +1. Sintem in primul caz al teoremei,
deci un sistem fundamental de solutii este:

k—p— .
o {yk(x) = x" P 1e™ sin bx}k=p+1,...,2p'

yi(x) =€, (x) =€
Solutia generala este y(x) = c;e™ + cye*.
Folosind conditiile Cauchy, obtinem ¢; = ¢, = 1, deci solutia particulara este:

X

y(x) =€ +e".

Observatie 1.1: Daca ecuatia initiala L[y] = f(x) nu este omogena, putem rezolva folosind me-
toda variatiei constantelor (Lagrange).

In acest caz, metoda variatiei constantelor presupune urmatoarele etape. Fie ecuatia neomo-
gena scrisa in forma:

Z aky(k) = f(x).
k=0

Pentru simplitate, vom presupune n = 2 si fie o solutie particulara de forma:

Yp(x) = ¢ (X)y1 + ca(x) Y.

Atunci, prin metoda variatiei constantelor, vom determina functiile ¢;(x), c;(x) ca solutii ale
sistemului algebric:
ci(X)y + e(x)y, =0
)

i)y + &5 (x)y5 )

1
eX+1°

De exemplu: y” + 3y’ + 2y =



Solutie: Asociem ecuatia omogena, care are ecuatia caracteristica r’+3r+2 = 0, cu radicinile
r = -1, r, = -2. Asadar, solutia generala a ecuatiei omogene este:

Y(x) = cre™ + e,

Determinam o solutie particulara y,(x) cu ajutorul metodei variatiei constantelor. Mai precis,
cautam:

Yp(x) = cr(x)e™ + cp(x)e™.

Inlocuind in ecuatia neomogena, rezulta sistemul:

c(x)e™ + ¢j(x)e > =0

—c(x)e™ - 2¢)(x)e ™ = -1

1+e*

Rezolvind ca pe un sistem algebric, obtinem:

ex er
)= )=

1+ ex

de unde obtinem:
c(x) =In(1+¢€*), c(x)=-€"+In(1+e").

In fine, inlocuim in solutia particulari Yp si apoi in cea generala, y(x) = y(x) + y,(x).

Un alt exemplu: y” - y = 4e*.

Solutie: Ecuatia caracteristica r* — 1 are radacinile r;, = +1, deci solutia generala a ecuatiei
liniare omogene este yy(x) = c;e* + c,e™ .

Cautam acum o solutie particulara a ecuatiei neomogene, folosind metoda variatiei constan-
telor. Asadar, cautam y,(x) = ci(x)e* + c(x)e”™. Din conditia ca y, sa verifice ecuatia liniara
neomogena, obtinem sistemul:

ci(x)e* + cy(x)e* =0

c(x)e* - ¢j(x)e™ = 4e*

Rezulta ¢/(x)e* = 2¢*, deci ¢[(x) = 2 = ¢;(x) = 2x, iar ¢j(x)e™ = —2¢%, deci c(x) = —€**.

In fine, solutia particulara este y,(x) = 2xe* - €, iar solutia generala:

Y(x) = Yo(x) + yp(x) = cie” + ™™ + e*(2x - 1).



1.2 Metoda eliminarii pentru sisteme diferentiale liniare

Putem reduce sistemele diferentiale de ordinul I la ecuatii de ordin superior.
De exemplu, sa pornim cu sistemul:

{x’+5x+y =7e' - 27

y -2x+3y =-3e" +12

Solutie: Din prima ecuatie, scoatem y si derivam:
y=7e -27-5x-x"=y =7 -5-x".
Inlocuim in a doua ecuatie si obtinem o ecuatie liniara de ordin superior:
x” +8x" +17x = 31e' - 93.

Ecuatia caracteristica este r* + 8r + 17 = 0, cu radacinile r;, = -4 + i. Atunci solutia generala a
ecuatiei omogene este:
x(t) = e *(c; cost + ¢, sin t).

Mai departe, cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene folosind metoda variatiei con-
stantelor, a lui Lagrange:
x,(t) = e *(c;(t) cos t + ¢p(t) sin ).

Determinam functiile ¢;(t), ¢;(t) din sistemul:

c/(t) cos te™ + ¢j(t) sinte ™ =0
c/(t)(-sinte™ — 4coste ) + ¢j(t)(cos te™* — 4sinte™™) = 31le' - 93.
Rezulta:
c/(t) = -31sinte’ + 93 sin te"
31 93
= ¢(t) = ——¢€'(5sint - cos t) + —e*(4sint - cos t)
26 17
cj(t) = 31 cos te’ - 93 cos te*
31 93
= o(t) = %6“(5 sint + cos t) - ﬁe‘”(él sin t + cos t).

In fine, obtinem:
93
x(t) = e*(c;cost + ¢ysint) + —e' — —,
(1) = e*(ercos t+ eysimt) + et~
iar mai departe:
2 6
y(t) = e *[(c; - ¢;)sint - (¢(t) - ¢;) cos t) - Eet 1



1.3 Exercitii

1. Rezolvati urmatoarele ecuatii diferentiale liniare de ordin superior:
(a) y® +4y® +390 =0,

(b) @ +4yM +4y = 0;

(© y?+y=0

(d) ¥ +4y® =0;

1
(e) y® -2y +y = —e¥
X

1

cos x’

(6 y?+ y =
(g y¥+yW =tanx;
(h) y® +2y? = x + 2;

7

@ y" -y -2y =3¢

G) ¥y +2y" =y -2y =€ +2+sinx;
(k) y' -5y +6y =5x>-10x + 2;

() y" + Yy = XCOSX;
(m) y" -3y" +12y’ - 10y = 0;

(n) y" +yu = dxes;

(0) y' -6y +9y = 25" sin x;

(p) ¥ +2y +5y=e*cos2x.

2. Rezolvati urmatoarele sisteme diferentiale, folosind metoda eliminarii:
y =2y+z

(a) { ;Y =y(x),z = 2(x);

Z =y+2z

= -3y -4z
(b) {y Yy = ),z = 2(x);
Z =y+2z



x +3y i e e
,  x = x(t),y = y(t), cu conditiile initiale x(0) = 3, y(0)
-x +5y - 2e'
=7y +z e 1o
, ¥ = y(x),z = z(x), cu conditia initiala y(0) = 1, z(0) = -1.
-2y -5z
-9
y, unde x = x(t), y = y(1);
x
y+i
,unde x = x(1), y = y();
x p—

11x + 16y + 11¢

,unde x = x(t), y = y(1);
-yt (1), y = ¥(1)

312 ,unde x = x(t), y = y(1).

1;



SEMINAR 2

ALTE ECUATII DE ORDIN SUPERIOR

2.1 Ecuatii rezolvabile prin cuadraturi

Acestea sint ecuatii care se pot rezolva prin integrari succesive. Astfel, forma lor generala
este y™ = f(x), in varianta neomogeni. Solutia generali va depinde de n constante arbitrare,
rezultate in urma integrarilor succesive.

Exemplu:
x

V1 - x? -

y”" = arcsin x +

N

Solutie: Integram succesiv si obtinem:

’ . T
Yy = Xarcsmx — gx+ 1

2
x . 1 1 . s
y = ?arcsmx + ZxV1 -x2 - Zarc51nx— Exz + X + C.

Daca nu se dau conditii initiale, solutia ramine exprimata ca mai sus, adica in functie de
constantele ¢; si ¢,.

Cazul omogen se rezolvi si mai simplu: daci y® = 0, atunci y este un polinom de x de gradul
n-1.

2.2 Ecuatii de forma f(x, y) = 0

Avem doua cazuri care trebuie tratate distinct:



y . ‘. . of _
(a) Daci ecuatia poate fi rezolvata in raport cu y™, adici daca EWO) # 0, atunci obtinem una sau
y
mai multe ecuatii ca in sectiunea anterioara;

(b) Daci ecuatia nu este rezolvabili cu ajutorul functiilor elementare in raport cu y'”, dar cunoastem
o reprezentare parametrica a curbei f(u, v) = 0, adica u = g(t), v = h(t), cu t € [a, ], atunci
solutia generala se poate da sub forma parametrica:

x = g(1)
dy" = yWdx = h(t)g'(t)dt’
de unde putem obtine succesiv:

y(n_l) = hl(t5 Cl)

y(t) = hu(t e, cp).
Exemplu:
x-e¢"+y"=0.
Solutie: Putem nota y”” = t si atunci x(t) = ' - t. Deoarece avem dy’ = y” dx, rezulta:

tz
dy =t -1)dt =y = -5t te' —e' + cy.

Mai departe, dy = y'dx, deci:
t2
dy = ( i te' —e' + cl)(et - 1)dt.

In fine, solutia este:

t 3 t? £
y(t)=e2’<§—z>+et<—5+1+cl>+g—clt+cz.

2.3 Ecuatii de forma f(y", y) = 0
Din nou, distingem doua cazuri:

(a) Daci ecuatia este rezolvabild prin functii elementare in raport cu y™, atunci putem nota
z = Y™V siavem 2/ = f(z). Ecuatia devine cu variabile separabile pentru z si se rezolva
corespunzator, conducind la z = y(”‘l) = fi(x, c1), care este de tipul anterior;



(b) Daci ecuatia nu este rezolvabild prin functii elementare in raport cu y™, dar cunoastem o
reprezentare parametrica de forma:

Do p), Y™ =gt), telapl

atunci putem folosi dy*V = y"dx, pentrua obtine solutia pas cu pas, sub forma parametrica:

g
hh’
y(”’2)=/—dt+cz
8
y=/y'dx+cn.

Exemplu: y” = —\/1 - y"2. Solutie: Facem schimbarea de functie z(x) = y’ si ecuatia devine:
dz
V1 - 22
Solutia generala este: arccos z = x + ¢;, deci z = cos(x + ¢;).

Mai departe, obtinem y(x) = sin(x + ¢;) + ¢;.
De asemenea, trebuie sa mai remarcam si solutiile particulare y = +x + c.

=dx, |z|]<1.

2.4 Ecuatii de forma f(x, y®, ..., yM) = 0
Ecuatia se rezolva cu schimbarea de functie y® = z(x) si rezulti o ecuatie de ordin n - k:
f(x,z,7,...., 2" ") =0,

pe care o integram.
Exemplu: (1 + x?)y” = 2xy/’.
Solutie: Cu schimbarea de functie y” = z(x), obtinem ecuatia:
z  2x
2 1+x%
iar apoi, prin integrare, rezulti z = y’ = ¢;(1 + x?). In fine:

x3

y(x) = c1x + cl? + C.

10



Exemplu 2: y-y” - yy? = 0.
Solutie: Notam y’ = z si obtinem:

y-Z -yz2"=0= y(z' - 2% =0,

de unde rezultd y = 0 sau 2’ - z? = 0.
Din a doua varianta, deducem succesiv:

dz , dz 1
— == —=dx=-—-=x+c¢.
dx z? z
Mai departe:
1 , -1 In( )
—— =X+ = = = =—-1n(x + ¢;) + Cy.
Yy ! y X+ ¢ y ! :

2.5 Ecuatii de forma f(y’,y”,...,y™) = 0

Sa remarcam ca astfel de ecuatii nu contin pe y. Deci putem lua pe y’ ca variabild independenta

si pe y” ca fiind functie de y’. Astfel, reducem discutia la un caz anterior.
2.,/

Exemplu: x*y” = y'2 - 2xy’ + 2x°.
Solutie: Facem schimbarea de functie y” = z(x) si obtinem o ecuatie Riccati:

z? z

Z==-2--+2
x x
< . . < . < 1
Observam solutia particulara z, = x si integram, cu z = x + )
u(x
Obtinem succesiv:

X

z(x) = x + =
X+ 0
c1x

YY) =x+ —— =
X+ 0

X
y(x) = - + X - c121n|x+ ol + ¢,

2.6 Ecuatii autonome (ce nu contin pe x)

In cazul acestor ecuatii, putem micsora ordinul cu o unitate, notind y’ = p si luam pe y variabila
independenta.

11



Observatie 2.1: Exista posibilitatea de a pierde solutii de forma y = ¢ prin aceasta metoda, deci
trebuie verificat daca este cazul separat.

Exemplu: 1+ y? = 2yy’. Solutie: Putem lua y’ = p drept functie, iar pe y drept variabila
independenta. Rezulta:
" i(ﬂ) _ %
“dx\dx) TPy y

Atunci ecuatia devine:

2pdp dy
1+P2 =7=>y=cl(1+p2).

1
Acum trebuie sa obtinem pe x ca functie de p si ¢;. Deoarece dx = —dy, iar dy = 2¢,pdp, rezulta

dx = 2¢;dp. Deci x = 2¢1p + ¢, iar solutia generala devine x(p) = 2¢;p + ¢,. Din expresia lui y de
mai sus, rezulta:
(x - c)?

= C +
Y ! 4C1

Exemplu 2: y” = y? = 2¢7.
Solutie: Notam y’ = p si luam ca necunoscuta p = p(y). Rezulta:

d /
V=L o= ppept =267
dx

Daca notam p? = z, obtinem o ecuatie liniara neomogena:
7 +2z=4e7,

ce are ca solutie generala z(y) = c;e™® + 4e™7.
Revenim la y si avem:

’
Z=p2 = y2 S y, = i1fcleizy+4eiy,

adica:

dy 1
=dx = x+0c, = t—+/c; +4eY.
++c e + 4e7Yy 2 2 V!

Echivalent, putem scrie solutia si in forma implicita:

c
e’ + Zl = (x + ¢)

12



2.7 Ecuatii Euler

O ecuatie Euler are forma generala:

Y axty® = f(x),
k=0

pentru varianta omogena si f(x) = 0 pentru varianta neomogena, cu a; constante reale.
Ecuatiile Euler se pot transforma in ecuatii cu coeficienti constanti prin notatia (schimbarea
de variabila) |x| = e'.

< 9 . d
De remarcat faptul ca, deoarece functia necunoscuta este y = y(x), pentru a obtine y’ = d_y
x

trebuie sa aplicam regula de derivare a functiilor compuse. Folosind notatia de la fizica y = d_Jt)’
putem scrie:

dy dy dt .
dx _dt dx 2 ¢

Mai departe, de exemplu, pentru derivatele superioare:

) g

= (5 9).

Exemplu: x*y” + xy’ + y = x.
Solutie: Facem substitutia |x| = e’ si, folosind calculele de mai sus, obtinem:

eZt

e M-y re et yry=e.

Echivalent: j + y = €.
Scriem ecuatia caracteristica, r* + 1 = 0, cu radacinile +i, deci sistemul fundamental de solutii
este {cos t,sin t} etc.

2.8 Exercitii

1. Rezolvati urmatoarele ecuatii Euler:
(a) x*y® -3xy’ +4y =5x, x>0;
(b) x*y® - xy'+y=x+Inx, x>0;

(©) 4(x+1)*y? +y=0,x>-1;

13



(d) xy” +3y =1;

1
(e) Xy +x*y" - 2xy +2y = e

2. Rezolvati urmatoarele ecuatii:

3 = sin x + cos x;

() '
(b) ¥y + y® = sin x;

(©) xy®+(x-2)y" -2y=0;
) x*y® = y%;

() Y9 —3y® 1+ 3y@ _ 40 = g,

() y? -y -2y =3¢,

/ _ 2t
(2) {x X yem , cu conditiile initiale x(0) = 1 si y(0) = 0.
y =y-xe’+1

Amintim, pentru ecuatii liniare si neomogene de ordinul intii, cu forma generala:

y" = P(x)y + Q(x),

avem solutiile:

Yp = c-eXp<—/x0xP(t)dt>
o= (cv [ oo ( [ roas)ar)-em (- [ ryar).

Indicatii:
(a) Integrari succesive;

(b) Notim y® = z, deci ecuatia devine z’ + z = sin x, care este o ecuatie liniari si neomogens, de
ordinul intii. Solutia generala este:

ex
z(x) = e‘x(c + ?(sinx + cos x)),

iar apoi y’(x) = /z(x)dx si y(x) = /y’(x)dx etc.

14



(c) Notam z = y’ + y, deci ecuatia devine xz’ - 2z = 0, care are solutia evidenta z = ¢;x?, din care
obtinem y’ + y = ¢;x?, care este o ecuatie liniara si neomogena, cu solutia generala:

y=cer+ e x? - 2¢,x + 2¢y.

(d) Notam y’ = z si obtinem x?z’ = z%. Observam solutia particulara z = 0, deci y = c, iar in
celelalte cazuri, avem:

,dz 5, dx dz

= 7 =

x'— = — = —.
dx x?  z
1
Aceasta conduce la — = — + ¢ si ne intoarcem la y:
z X
1 xdx
dx=dy<—+c> = = dy,
X cx +1
care, prin integrare, conduce la:
x 1
y=—-—In(ex+1)+¢,
c ¢

2
x
pentru ¢ # 0 si y’ = x dacad ¢ = 0, adica y = 5 e

(e) Ecuatia caracteristica este:
r'-3r+3r-r=0=r(r-3r* +3r-1) =0,
de unde observam solutiile r = 0, r = 1 etc.
(f) Ecuatia caracteristicaeste r? = r-2 = (r+1)(r - 2) = 0.

(g) Aplicam metoda substitutiei (eliminarii).

15



SEMINAR 3

STABILITATE SI LINII DE CIMP

Problema stabilitatii solutiilor este una foarte importanta si dificila, in general. Ideea de baza
este ca, daca ne gindim la interpretarea fizica a sistemelor de ecuatii si solutiilor lor, de exemplu in
cazul mecanicii, solutia returnata este posibil sa fie valida intr-o vecinatate foarte mica a punctului
in care a fost calculata. In cazul acesta, situatia corespunde unei pozitii de echilibru (mecanic)
instabil, adica atunci cind deplasarea corpului la o mica distanta de pozitia curenta il face sa iasa
din pozitia de echilibru. Similar, putem avea si echilibru (mecanic) stabil sau echilibru (mecanic)
indiferent.

Teoria stabilitatii solutiilor sistemelor diferentiale este un subiect amplu, fondat si discutat in
detaliu de H. Poincaré si A. Liapunov, de aceea, majoritatea teoremelor si rezultatelor importante
le sint atribuite.

Contextul in care lucram este urmatorul. fie un sistem diferential de forma x” = v(¢, x), unde x
poate fi vector (adica sa tina loc de mai multe variabile). Presupunem ca sint indeplinite conditiile
teoremei fundamentale de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy, pentru t € [ty o)
si ca avem x € U c R”, un deschis. Asadar, pentru orice x, € U, exista si este unica o solutie
x = ¢(t), cu ¢ : [, 00) — Uj astfel incit ¢(ty) = x.

Tipurile de stabilitate sint definite mai jos.

Definitie 3.1: O solutie x = ¢() ca mai sus se numeste stabila spre co in sens Poincare-Liapunov
(sau, echivalent, x, = ¢(t)) se numeste pozitie de echilibru) daca la variatii mici ale lui x, obtinem
variatii mici ale solutiei.

Formal, pentru orice ¢ > 0, exista d(¢) > 0 astfel incit pentru orice x, € R", cu || — x| < 6(e),
solutiile corespunzatoare, ¢(t) si ¢(t) satisfac inegalitatea:

|p(t) - @(t)| < &, VYt =t

Definitie 3.2: Pozitia de echilibru x = 0 se numeste stabila in sens Poincaré-Liapunov daca pentru
orice ¢ > 0, exista 6 > 0, care depinde doar de ¢, astfel incit pentru orice x, € U pentru care
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|x%]] < &, solutia ¢ a sistemului cu conditia initiala ¢(0) = x; se prelungeste pe intreaga semiaxa
t > 0 si satisface inegalitatea ||¢(t)|| < &,Vt > 0.

Definitie 3.3: Pozitia de echilibru x = 0 a sistemului diferential autonom se numeste asimptotic
stabila daca este stabila si, in plus, pentru solutia ¢(t) din definitia de mai sus, are loc:

lim ¢(t) = 0.
t—o00
In exercitiile pe care le vom intilni, vom folosi urmitorul rezultat fundamental.
Presupunem ca avem un sistem diferential scris in forma matriceala:
X' = AX, A€M, R),

unde A este matricea sistemului. Mai presupunem, de asemenea, ca matricea A este inversabila,
astfel incit sistemul admite solutia X = 0.
Atunci avem:

Teorema 3.1 (Poincaré-Liapunov): Pastrind contextul si notatiile de mai sus, daca toate valorile
proprii ale matricei A au partea reald negativa, atunci pozitia de echilibru x = 0 este asimptotic
stabila.

Daca exista A € o(A), cuRed > 0, atunci x = 0 este instabila.

3.1 Exercitii

1. Studiati stabilitatea pozitiei de echilibru x = 0 pentru sistemele diferentiale:

@) X' =-dx+y
y =-x-2y
X =-x+z
(b) ¥ =-2y-z
7 =y-z
/ =2
(c) x/ Y ,a€R.
y =x+ay

2. Sa se afle pentru ce valori ale lui a € R solutia nula a sistemului de mai jos este asimptotic
stabila:

ax +y

2+ a)x +ay

N
Il

X+y-z
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3.2 Integrale prime si linii de cimp
Definitie 3.4: Un sistem diferential de forma:
xj’ = 0i(x1, s Xn)y  J= 1,01,

unde v = (vy,...,v,) : U — R" este un cimp de vectori definit intr-un domeniu U < R”" se
numeste sistem diferential autonom.

O alta forma de scriere a sistemului de mai sus este forma simetrica:

dn _de 4%

(% Uy Un

Daca f : U — R este o functie oarecare, de clasa C'(U), atunci pentru orice x € U se poate scrie

derivata lui f in x in directia vectorului v, notata d—(x), si definita prin formula cunoscuta:
v

ﬂ x) = i 8—fv,~(x).

dvu 0 8xl~

Definitie 3.5: Fie v : U — R" un cimp de vectori si f : U — R" o functie de clasa C'(U).
Functia se numeste (0) integrald prima a sistemului diferential autonom x’ = v(x),x € U daca

. . : : " : .. d
derivata sa in directia cimpului de vectori v este nula in fiecare punct din U, adica d_f = 0.
v

Echivalent, putem intelege definitia astfel: f : U — R este o integrala prima pentru sistemul
diferential autonom x’ = v(x) daca si numai daca pentru orice solutie x = ¢(t),¢ : I — U,
functia f o ¢ este constanta pe I. De aceea, uneori mai putem scrie pe scurt f(x,...,x,) = ¢,
constant. Rezulta ca putem intelege integralele prime ca pe legi de conservare.

In exercitii, pentru a gisi integralele prime asociate unui sistem autonom, se rescrie sistemul
in forma simetrica, iar apoi, folosind proprietatile rapoartelor egale, incercam sa ajungem la un

d y y
raport de forma —f, egal cu rapoartele precedente. Atunci f va fi integrald prima, deoarece va

rezulta df = 0, adica f constanta in lungul curbelor integrale.
Exemplu: Sa se gaseasca integralele prime ale sistemului simetric:

dx dy dz

z—y:x—z:y—x'

Solutie: Folosind proprietatile proportiilor, rescriem sistemul:

dx dy dz dx+dy+dz _dx+dy+dz

z—y:x—z:y—x Z-X+x-z+Yy-Xx 0
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O alta forma de a obtine o integrala prima este:

xdx + ydy + zdz _ xdx +ydy+zdz
x(z-x)+y(x-2)+z(y -x) 0 '
Rezulta:
dx+dy+dz =0

xdx + ydy+zdz =0,

de unde obtinem doua integrale prime:
_ 2, .2, .2 _
X+y+z=c¢, X +y+z°=c.

Mai trebuie sa ne asiguram de independenta functionald a celor doua integrale prime. Astfel,
daca le notam cu:

2 2 2
L(x,y,2)=x+y+2z, L(x,y,2)=x"+y"+2°,
trebuie sa ne asiguram ca:
le IZx

rang|l, L,|=max=2, Vx,y,z€R
Ilz IZZ

. . y L,
(Am folosit notatia cunoscuta, I;, = — etc.).

1 2x
intr—adevér, se vede imediat rezultatul, deoarece matricea de mai sus este |1 2y|si putem lua
1 2z

1 2y
Asadar, spunem ca cele doua integrale prime sint functional independente si am terminat.

: : a1 2x . : :
orice minor, de pilda = 2y - 2x, care in general este nenul, cu exceptia cazului y = x.

Observatie 3.1: Rezolvarea este identica in cazul in care cerinta porneste cu un cimp vectorial
in spatiu, de forma:

-

V=(z- y)?+ (x - 2)j + (y - x)k.
Astfel, se asociaza sistemul simetric de mai sus, etc.
Pentru acest caz, integralele prime se mai numesc linii de cimp sau curbe integrale.

3.3 Exercitii

1. Sa se determine liniile de cimp pentru cimpurile vectoriale de pe R*:

(a) v = xi+ yf+ xyzl:;
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(b) T = (2z - 3y)i + (6x - 22)j + (3y - 6x)E;
© D=(xz+y)i+(x+yz)j+(1- ZZ)E;
d) 3= (x2+y?)i+2xyj- 22k;
(e) v =(y*2% xyz%, xy*z);
(f) 0= (xz,2xz - yz,-x?).
Indicatie (a): Scriem sistemul autonom asociat cimpului vectorial ¥ sub forma:

dx dy dz
x y  xyz
Din prima egalitate, rezultd x = ¢y, deci a doua egalitate devine:
2

z
aydy=— = c¢;— =In|z| + c,.
z 2

2
X
Asadar, obtinem — - y? =In|z| + c,.

Rezulta ca liniile de cimp pentru o sint curbele:

x
— = cl
y
xy-Inlz| =c.
(b) Sistemul poate fi scris sub forma:
dx  dy = dz  dx+dy+dz
2z-3y 6x-2z 3y-6x 0 '
Asadar, dx + dy +dz =0,decix +y+z = c;.
Din forma initiala obtinem si:
3xdx  3ydy  zdz  3xdx+jydy+zdz
3x(2z - 3y) 2y(3x - 2) Coz(y-2x) 0 ’
3 2 3 2
deci 3xdx + Eydy +zdz = 0, adica 3% + Zy2 + % = c,.
(c) Obtinem:
dx+dy dz d(x +y) dz
= > = — .
(x+y)(z+1) 1-22 X+y z-1
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Rezulta In|x + y| +In|z - 1] = In ¢}, adica (x + y)(z - 1) = ¢;.
Apoi:

dy - dx _dy-dx  dz
x+zy-xz-y (x-y)(1-2) 1-2z%
d(x - d
Rezulta - (x y): z ,de unde (x - y)(z + 1) = c,.
x-y z+1

Asadar, liniile de cimp sint curbele:

(x+y)(z-1)
(x-y)z+1)

41
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(d) Sistemul simetric rezultat este:
dx  dy dz
x2+y?  2xy -z%
Prin adunarea primelor doua rapoarte, obtinem:

dix+y) dz
(x+y?  -2%
1

xX+y

. 1
adica +-=q.
z

d(x - d 11
(x-y) dz o

(x-yp -2 xX-y z
Liniile de cimp se obtin:

Prin scadere, avem

1 1

+ — =Cl
X+y z
1 1

+ — =C2
X-y z

2. Fie cimpul vectorial:
V=(x+ y)?+ (y- x)f— 2zk.

Determinati liniile de cimp care contin punctul M(1,0, 1).

3. Rezolvati sistemele simetrice:

d d d
(a) X = Y - 42 ,unde a € R, x # 2a,y,z # 0;
2y(2a-x) x?+2z2-y’-dax -2yz
dx dy dz

b = = ;
O ) " ey - nexs 2y 7)
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dx dy dz

© 1+x2 x(2-y) 1+ 22
dx d dz

@ 5 =2 -2
X2 -xy y

© dx dy zdz

e) —=—"=——;
X y X2+ y?
dx d dz

6) 5= %= o
y  3x -6x°y
dx d dz

@ 5= -

2xz  2yz  zZ2-x%-y*

dx d dz
xz 2yz x°-Yy

Rezolvare (a): Din primul si ultimul raport obtinem:

dx _dz
x-2a z’

X -2a

care conduce la integrala prima = ¢

z
Pentru a doua integrala prima, amplificam primul raport cu x, pe al doilea cu y si pe al treilea
cu z si, prin egalare cu ultimul raport obtinem:

xdx +ydy+zdz  dz dx*+y*+2°) dz

= _ - 7 ,
-y(x*+ y2+ 2% -2yz x? + y? + 22 z

) oL x2 + yZ + 22
care conduce la integrala prima ——— = ¢,.

z
Se arata independenta functionala a celor doua integrale prime etc.

3.4 Resurse suplimentare

Termenul in engleza pentru linii de cimp este (vector) field line, iar citeva explicatii,
impreuna cu exemple cunoscute din cazul cimpurilor fizice, se pot gasi pe Wikipedia.

Metoda rezolvarii ecuatiilor diferentiale in mod grafic, folosind cimpul tangent (eng. slope
field), cu semnificatia fizica a cimpului de viteze, poate fi foarte utila. Ea este prezentata succint
pe Wikipedia si mai detaliat, inclusiv cu exercitii rezolvate, la Khan Academy.

Trecerea de la cimpuri vectoriale in spatiu la ecuatii diferentiale (sau sisteme) autonome este
explicata pe scurt aici.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Field_line
https://en.wikipedia.org/wiki/Slope_field
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differential-equations-new/ab-7-3/v/creating-a-slope-field
http://www.math.tamu.edu/~zelenko/308_w3_qual.pdf

Alte materiale se mai pot gasi in cursul de la Iasi (v. §2.1.2), in cursul prof. Craciun si Barbu
(cap. 2) siin aceste notite de la UBB Cluj.

Vizualizarea grafica a liniilor de cimp se poate face folosind GeoGebra, accesind link-ul de
aicl.
De exemplu, reluam primul exercitiu rezolvat:

V=(z-y)i+(x-2+(y- 0k
unde am gasit liniile de cimp:

Li:x+y+z=¢

L, : x*+y*+2° = ¢,

Prima linie de cimp este un plan, iar a doua este o sfera. Grafic, acestea inseamna ca daca
reprezentam in suficiente puncte din spatiu vectori care alcatuiesc cimpul V, vom vedea ci apar
Jtipare®, se disting forme care reprezints plane, respectiv sfere. intr-adevir, reprezentarea folosind
GeoGebra pentru exemplul de mai sus arata, dintr-un punct de vedere, plane la diverse distante
fata de origine, dar paralele, iar din altul, sfere de raze diferite. Imaginea se poate obtine interactiv,
pentru a putea fi rotita, introducind componentele cimpului in link-ul de mai sus.
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http://www.mec.tuiasi.ro/diverse/matematici_speciale.pdf
http://www.edumanager.ro/community/documente/ecuatii_cu_derivate_partiale_de_ordinul_al_doilea.pdf
https://www.yumpu.com/ro/document/read/17874390/ecuatii-diferentiale-n-forma-simetrica-integrale-prime
https://www.geogebra.org/m/u3xregNW

scale =0.75

P=z-y Q=x-z Ry -x

Figura 3.1: Liniile de cimp L;, plane paralele
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Pi+Qj+ Rk

F =

sfere concentrice

Figura 3.2: Liniile de cimp L,,
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SEMINAR 4

ECUATII CU DERIVATE PARTIALE SI SUPRAFETE DE CIMP

4.1 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intii

Forma generala a unei ecuatii cu derivate partiale (EDP) de ordinul intii pentru functia necu-
noscuta u = u(x, y, z) este:
u u u
P(x,y,z)— + O(x,y,z2)— + R(x, y,z)— =0,
(x.y,2)— Q(y)ay (x.y.2)—~

unde P, Q,R : R> — R sint functii de clasa (cel putin) C'.
Pentru rezolvare, se scrie sistemul simetric asociat, care are forma generala
dx dy dz
P O R

si i se determina integralele prime. Daca I, = C; si I, = G, sint integralele prime ale sistemului,
atunci solutia finala a ecuatiei initiale este:

u(x,y,z) = o(hh, L),
unde ¢ este o functie oarecare de clasa (cel putin) C'.

Observatie 4.1: Pentru simplitate, vom mai folosi notatiile cunoscute pentru derivate partiale,

u
anume u, = a— etc.
x

Observatie 4.2: Metoda de rezolvare de mai sus cere implica si verificarea independentei celor
doua integrale prime, in sensul exemplificat mai jos.
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Exemplu: Rezolvam ecuatia cu derivate partiale:
(4z - 5y)u, + (5x - 32)uy, + (3y — 4x)u, = 0.

Solutie: Scriem sistemul simetric asociat, care este:

dx  dy  dz
4z -5y 5x-3z 3y-4x

sistem care este valabil pe domeniul:
D={(x,y,z€ R®) | 4z # 5y,5x # 32,3y # 4x}.

Pentru a obtine integralele prime, amplificam prima fractie cu 3, a doua cu 4 si a treia cu 5 si

obtinem:
3dx 4dy 5dz 3dx+4dy+5dz

12z-15y  20x-12z 15y - 20x 0

>

de unde [;(x, y, z) = 3x + 4y + 5z = ¢; este o integrala prima.
Mai putem amplifica si primul raport cu 2x, pe al doilea cu 2y si pe al treilea cu 2z si obtinem:

2xdx ~ 2ydy  2zdz = 2xdx+2ydy+2zdz

5

8xz - 10xy - 10xy - 6yz - 6yz - 8xz - 0

deci o a doua integrala prima este L(x, y, z) = x* + y* + z* = ¢,.

Evident, cele doua integrale prime sint definite pe acelasi domeniu D.

Independenta celor doua inseamna verificarea ca matricea data de derivatele lor partiale are
rangul maxim pe domeniul de definitie. Avem, asadar:

le ng 3 2x
A= Ily Igy =4 2y s
Ilz IZZ 5 2z

matrice care se poate verifica imediat ca are rangul 2, adica maxim, pentru orice (x, y,z) € D.
Deci integralele prime sint independente si solutia finala a ecuatiei este:

u(x,y,z) = (3x + 4y + 5z, x> + y* + 2°),

unde ¢ este o functie arbitrara de clasa C'.

4.2 Suprafete de cimp

Suprafetele de cimp pentru un cimp vectorial tridimensional se obtin scriind o ecuatie cu
derivate partiale asociata, careia 1i determinam solutia generala. Suprafata de cimp este, atunci,
data de anularea solutiei generale, scrisa in forma implicita.
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Exemplu: Fie cimpul vectorial:

- -

V = xy i+ x2yj + z(x% + yz)l:.

Determinam suprafetele de cimp.
Solutie: Scriem ecuatia cu derivate partiale asociata cimpului, pentru o functie necunoscuta
u = u(x, y, z). Avem:
xy*u, + X*yu, + z(x* + y*)u, = 0.
Rezolvarea ecuatiei se face ca mai sus, scriind sistemul asociat:
dx dy dz
xy? K%y (x4 yh)
definit pe domeniul potrivit, adica D = R* - {(0,0,0)}.
Din prima egalitate, putem simplifica cu xy si avem xdx = ydy, deci o integrala prima este
x? - y*=c.
Putem amplifica rapoartele cu y, x si respectiv 1 si avem:
ydx xdy dz _ ydx + xdy
xy* Xy 2Py xy(x®+yP)

Din ultimele doua rapoarte, obtinem, dupa simplificare cu x* + y*

dz _d(xy)

>

z Xy

X
deci . .

z
Acum solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale este:

X
u(x,y,z) = w(xz -y 73))

cu ¢ o functie arbitrara de clasa €', deci suprafetele de cimp ale cimpului V au forma:

In unele cazuri, se pot cere anume suprafete de cimp, de exemplu:
Exemplu: Sa se determine suprafata de cimp a cimpului vectorial:

V= y217+ xzj + xyl:,
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care trece prin curba data de intersectia cilindrului x* + z* = 4 cu planul y = 0.
Solutie: Mai intii, determinam toate suprafetele de cimp, ca mai sus. Scriem direct sistemul
asociat:
dx dy dz
yz  xz xy

Amplificdm cu x, y, respectiv z si obtinem xdx = ydy = zdz, adica x* - y* = ¢;, x* - 2% = ¢, sint
doua integrale prime.

Aceste integrale prime dau o familie infinita de suprafete, dintre care vrem sa aflam pe cea
care trece prin curba data. Asadar, avem de rezolvat sistemul de ecuatii:

xt-y* =q
x*-22 =¢
x2+z2 =4
y =0

pentru constantele ¢; si c,, care ne vor identifica exact suprafata.

Este suficient sa gasim conditia de compatibilitate a sistemului, care se poate obtine din pri-
mele dou3 ecuatii. Inmultim prima ecuatie cu 2 si o scadem din ea pe a doua si comparam cu a treia
ecuatie. Se obtine 2¢; - ¢; = 4. Apoi, inlocuim in integralele prime si avem 2(x% - y?) - (x* - z%) = 4,
care se prelucreaza si se aduce la forma canonica:

2 2 2
x z
- y_ + — = 1,
4 2 4
care este un hiperboloid cu o pinza.

4.3 Ecuatii cu derivate partiale cvasiliniare

Forma generala a ecuatiilor cu derivate partiale cvasiliniare pentru o functie u = u(xy, x,, ..., X;)
este:
Pi(x1, ooy Xp) Uy, + Po(X1, ooy X)) Uy, + o+ + Py (001, ooy X)) Uy, + Q51,00 , X) = 0,

adica apar toate derivatele partiale ale lui u, mai putin ultima.
In exercitiile pe care o sa le intilnim cel mai des, functia u este inlocuita cu z = z(x, y), iar
atunci ultima derivata partiala o putem gindi, de exemplu, ca z, = 1.
Modul de rezolvare este explicat pe exemplul de mai jos.
Exemplu: Fie ecuatia cvasiliniara:
0z

0z
(z - y)za + xz@ = xy.

Solutie: Se poate vedea ca ecuatia este cvasiliniara, functia necunoscuta fiind z = z(x, y).
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Din teorie, ecuatia trebuie sa aiba o solutie scrisa in forma implicita u(x, y, z) = 0. De fapt,
aceasta functie trebuie Inteleasa ca u = u(x, y, z(x, y)). Folosind formula de derivare a functiilor
compuse, daca vrem sa scriem derivata partiala in raport cu x a lui u, trebuie sa tinem cont ca x

apare si in z(x, y), deci avem:
_du Jdu 9z

= — 4+ — - —,
dx Jz Jdx

si similar pentru derivata in raport cu y. Rezulta:

Inlocuim in ecuatia data si inmultim relatia cu u,, obtinind:
(z = ¥)*uyx + xzUy, + xyU, = 0,

care este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intii si o putem rezolva ca in prima sectiune.

Scriem sistemul asociat:
dx dy dz

(z-yP  xz  xy
Din a doua egalitate obtinem direct y* - z* = ¢, care este o integrald prima.
Amplificam primul raport cu x, pe al doilea cu (y - z) si pe al treilea cu (z - y) si obtinem prin
adunare:
xdx +(y-2z)dy +(z-y)dz =0= xdx + ydy + zdz - d(yz) = 0.

Rezultd a doua integrala prima x* + y* + z* - 2yz = x* + (y - 2)* = .
Solutia pentru u va fi:
u(x, y, z) = p(y* - 2, x* + (y - 2)%),

cu ¢ o functie de clasa C' pe domeniul de definitie.
Atunci solutia pentru z se obtine din forma implicita u(x, y, z) = 0.

4.4 Exercitii

1. Rezolvati ecuatiile cvasiliniare:
@ x(y° - 2x%)z, + ¥(29° - x°)z,, = 92(x* - »);
(b) 2xzz, + 2yzz, = 2* - x* - Y%
(c) 2yz, +3xz, + 6x°y = 0;
(d) x(y2 - zz>zx - y(x2 + y2>zy = z(x2 + yz);
(e) xzz, + yzz) = X + ).
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Indicatii: (a) Sistemul diferential autonom la care se ajunge este:

dx dy dz

X -2x%)  y(2y - x%)  9z(x* - )

Rezulta:

3xy(y3 - x3)  9z(x3 - y3) Xy 3z

ydx + xdy dz _ d(xy) _ dz 5 3

Din primele doua rapoarte obtinem:

y(2y° -x°) _dy
x(y% - 2x3)  dx’

Simplificam fortat cu Y_u si ajungem la ecuatia:
x

u -2 dx
du=—.
uw(u+ 1) (> -u+1) x
§ o 3 +y3
Rezultd In(c,x) = ~2Inu + In(u + 1) + In(u?® - u + 1), adica, in final, ¢, = PR
Xy

(b) Se ajunge la sistemul autonom:

dx dy dz

2xz  2yz  z2-x2-y%
. . o y . .
Din primele doua rapoarte avem = = ¢; si apoi:
x

2xdx 2ydy = 2zdz

2x2 2y2 22 _ 52 _ y2’
adica ¢;x = x* + y* + 2%
(d) Daca u(x,y,z) = 0 este solutia cautata in forma implicita, atunci ajungem la ecuatia cu
derivate partiale de ordinul intii:
x(y* = 2)u, — y(x* + 2%)u, + z(x* + y*)u, = 0.
Din sistemul diferential asociat, obtinem:

xdx+ydy+zdz=0= x*+y*+2° = c,.

Mai departe:
ydx — xdy _ydx-xdy dz

xy(y? - 22) + xy(x? + 2% xy(x2+ %) z(x?+y2)
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de unde rezulta:
ydx - xdy dz x
—_— = — = — = CZ'

Xy z yz

2. Determinati suprafetele de cimp pentru cimpurile vectoriale:

—> -

(@) V= (x+y+z)l?+(x—y)j+(y—x)lz;
(b) V= (x - y)z?+ (x + y)f+ k.
Indicatii: (a) Ajungem la sistemul:

dx dy dz

X+Y+z x—y:y—x'

Din prima egalitate, rezulti dy + dz = 0 = y + z = ¢;. Inlocuind in cea de-a doua egalitate
2

z = ¢ - y, rezulta (x — y)dx = (x + ¢;)dy, deci xdx — d(xy) - ¢;dy = 0, adica % -Xy -y =c.
: : X
Inlocuim ¢; = y + z si obtinem 5 XY Y- yz = .

Domeniul de definitie va fi D = {(x,y,z) € R* | x + y + z # 0}.

(b) Se ajunge la sistemul:
dx dy _dz

x-y x+y 1’

Rezulta:
xdx  ydy  xdx+ydy d(x*+y’) dz
x2-xy xy+y:  xt+yr  xP+yr 1
dy x+y y y
deci x? + y? = ¢;€%, iar apoi, din == = , putem nota = = u si rezulta x? + y? = ¢,e?¥ctanx,
Y ' P dx x-y Py x ’ . Y 2

3. Determinati suprafata de cimp a cimpului vectorial:
V = 2xzi + 2yZJ_')+ (2% - x* - yZ)E,

care contine cercul dat de z = 0 si x* + y* - 2x = 0.
Indicatie: Integralele prime independente ale sistemului se determina din:

dx dy dz

2xz  2yz  Z22-x?-y?
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Din primele doua rapoarte, obtinem y = c;x, iar apoi, putem inmulti toate egalitatile cu 2z si
prelucram mai departe:

dx dy 2z 2xdx  2ydy 2zdz 2(xdx + ydy + zdz)

—_— — = e = = =

X y z2-x%-y? 2x? 2y2 22 -x?-y? x2+ y? + 22

deci x* + y% + 2% = gx.
Pentru a obtine intersectia cu cercul dat, avem conditia ca sistemul de mai jos sa fie compatibil:

y =¢x
X+ yP+ 28 = ox
z =
x*+y*-2x =0

Din ultimele trei ecuatii se obtine ca sistemul este compatibil daca si numai daca ¢, = 2.
Rezulta x? + y* + z% - 2x = 0, care este o sfera.

4. Fie cimpul vectorial: R ) ) R
V=(x+y)i+(y-x)j-2zk.
Sa se determine:
(a) liniile de cimp;
(b) linia de cimp ce contine punctul M(1,0, 1);
(c) suprafetele de cimp;
(d) suprafata de cimp care contine dreapta z = 1,y - x+/3 = 0.

Indicatie: Pentru liniile de cimp, ecuatia data de primele doua rapoarte:

dx x+y

dy y-x

este o ecuatie diferentiala de ordinul intii, omogena, care se poate rezolva cu substitutia y = tx.

5. Sa se determine solutia ecuatiilor cu derivate partiale de ordinul intii:
(@) yu, - xuy, = 0;
(b) xzu, - yzu, + (x* + y*)u, = 0;

(c) xu, - yu, =0.
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SEMINAR 5

EXERCITII SUPLIMENTARE EDP1

Exercitiile de mai jos au fost in lista pentru partial din anul 2019-2020.
1. Determinati liniile si suprafata de camp corespunzatoare campului vectorial:
0= (x"+ 3xy2)l7+ 2y3f+ 2yzzl:.
2. Determinati suprafata de camp a campului vectorial:

T=xi+yj+(z-x"- yZ)E,

y =-2
y: 9
zZ =x-X

3. Sa se afle liniile de cAmp asociate campului vectorial:

care contine curba data de:

3 = (x2)i - (y2)j + (2 + Y))k.
4. Sa se afle liniile de camp asociate campului vectorial:
D= (3z - 4y)i + (4x - 22)] + (2y - 3x)k.

5. Sa se afle liniile de camp asociate cAmpului vectorial:

it x 7 27 x. 1
v=¢€"-i+yj+eyk.
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10.

11.

12.

13.

14.

Aflati solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai:

ou u u
2x— - Yoot (4xy* - 22)— = 0.
ox ay 0z

Aflati solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai:

u
2x - 39)— + (3 == 2 0.
(2x - y) +(x z) y+(y x)3z

Aflati solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai:

(- 2o+ (z- x>j—y+(x o =0

Aflati solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai:

d d 0
(xz + y)—u +(x+ yz)—u +(1- zz)—u =0.
ox ay 0z

Aflati solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai:

+8u+ au+ ( . )8u 0
b'e — +x*y— + z(x =0.
v ox y ay y 0z

Aflati solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai:

u u ou
y—+(x +y)—y+y z— = 0.

Aflati liniile de camp asociate campului vectorial:
=(4z - 5y)?+ (5x - 32)7+ By - 4x)E.
Determinati liniile si suprafata de camp corespunzatoare campului vectorial:
T=(z-y)Pi+xzj+ xyl:.
Determinati liniile si suprafata de cAmp corespunzatoare campului vectorial:

U= (x+ 3xy2)?+ 2y3]_‘)+ 2yzzl;.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Determinati suprafata de cAmp corespunzatoare campului vectorial:

%= x(y + 2)i + 2(z - ) + ¥y - 2k,
care contine curba:
x =4

Y : P2 4

Determinati suprafata de camp corespunzatoare campului vectorial:
U= (x* + y*)i+ 2xyj + xzk,

care contine curba:

Identificati tipul suprafetei.

Determinati suprafetele de camp asociate campului vectorial:
D=xzi+yzj+(x+y)- zk.

Determinati suprafetele de camp asociate campului vectorial:

D= x2% + y(x? + 20)) + x*zk.

Determinati suprafetele de camp asociate campului vectorial:
0= (x*+ yz)?+ 2xyf— 22k.

Determinati suprafetele de camp asociate campului vectorial:

D= 2xzi + 22y]_')+ (2% - x* - yZ)E,

care contin cercul dat de:
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SEMINAR 6

LECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL DOI (EDP 2)

6.1 Clasificare si forma canonica

O ecuatie cvasiliniara cu derivate partiale de ordinul al doilea, cu doua variabile independente,
are forma generala:

A(X, Y)zex + 2B(x, ¥)zyy + C(x, Y)Zyy + D(X, ¥, 2, 2¢, 2) = 0,

unde A, B,C : R* — R sint functii reale, continue pe un deschis din R? (care este domeniul de
definitie al ecuatiei), iar D este de asemenea functie continua.

Definitie 6.1: Se numesc curbe caracteristice ale ecuatiei de mai sus curbele care se afla pe suprafetele
integrale ale ecuatiei, i.e. care satisfac ecuatia caracteristica:

A(x, y)dy* - 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dx* = 0.
Clasificarea ecuatiilor se face in functie de curbele caracteristice. Astfel, avem:
« AC - B? < 0 = ecuatia este de tip hiperbolic;
« AC - B? = 0 = ecuatia este de tip parabolic;
« AC - B* > 0 = ecuatia este de tip eliptic.
Exemple foarte des intilnite provin din fizica matematica:
« Ecuatia coardei vibrante, care are aceeasi forma generala cu ecuatia undelor plane:

2 _ P
uxx_gutt:()a a =_—,

To
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unde p este densitatea liniara a coardei, iar T; este tensiunea la care este supusa coarda in
pozitia de repaus.

Ecuatia este de tip hiperbolic, dupa cum se poate verifica imediat.

+ Ecuatia caldurii, cu forma generala:

unde k este coeficientul de conductibilitate termica, c este caldura specifica, iar p este den-
sitatea.

Ecuatia are tip parabolic.
+ Ecuatia lui Laplace, cu forma generala:
Au = Uy, + Uy, =0,

care este o ecuatie de tip eliptic.

6.2 Forma canonica

Pornind de la ecuatia caracteristica, o putem rezolva ca pe o ecuatie de gradul al doilea si obtinem,
in general, doua solutii:

d d

2= nley) 2= )
Aceste ecuatii se numesc curbele caracteristice ale ecuatiei de pornire.
Prin integrarea celor doua ecuatii, se obtin doua familii de curbe in planul XOY, de forma
1(x,y) = ¢ si g2(x,y) = ¢, unde ¢; si ¢, sint constante arbitrare.
Aducerea ecuatiei de pornire la forma canonica se face pe urmatoarele cazuri:

« Daca ecuatia este de tip hiperbolic, se face schimbarea de variabile:
=@y, 1= ex ),
iar prima forma canonica a ecuatiei se obtine a fi:
zey + Y1, 1,2, 20, 27) = 0,
Putem face si transformarea 7 = x + y si § = x — y, iar a doua forma canonica se obtine a fi:

Zex = Zyy + P1(7, 1, 2, 24, 2,) = 0.
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« Daca ecuatia este de tip parabolic, o sa obtinem ¢; = ¢; = ¢(x, y) si vom face schimbarea de
variabila:
T=¢(xy), n=x

Forma canonica este:
Zgp + ¥Yo(1, 1,2, 2, 27)) = 0.

« Pentru ecuatiile de tip eliptic, functiile ¢; si ¢, sint complex conjugate si putem nota a(x, y) =
Req;(x, y), iar f(x, y) = Img,(x, y). Schimbarea de variabile este:

t=a(x,y), n=pxy),

iar forma canonica este:
Zre + Zgy + ¥s(1,1, 2, 2, 2) = 0.

6.3 Cazul coeficientilor constanti si D = 0

Ne ocupam deocamdata de cazul coeficientilor constanti si D = 0, ecuatia prezentindu-se in forma
generala:
Az + 2Bz + Czy, =0, A,B,C€ER.

Atunci ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice este:
Ady* - 2Bdxdy + Cdx* = 0.

Obtinem solutiile de forma generala:

1
,C1, Cy €R.

dy—mdx =0 y-x =c
-
Y- X =0

dy —jpdx =0

Aducerea la forma canonica se simplifica:

« Pentru cazul hiperbolic, substitutia este:

iar ecuatia devine:

care are solutia generali z = f(7)+g(), unde f si g sint functii arbitrare. Inlocuim in vechile
variabile si obtinem:
2(x, y) = f(y = prx) + g(y = ).
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B
« Pentru cazul parabolic, avem py = p, = " iar ecuatia curbelor devine Ady - Bdx = 0, care

are solutia Ay - Bx = c € R.

Schimbarea de variabile este 7 = Ax — By, iar 5 = x, care conduce la forma canonica:

Z,, = 0.

m

Solutia generala este z = nf(7) + g(7), cu f, g functii arbitrare. Putem reveni la variabilele
anterioare si gasim:
z = xf(Ax - By) + g(x).

« Pentru cazul eliptic, forma canonica este chiar ecuatia Laplace:
Zer + 2y = 0,

care nu se poate rezolva usor pe cazul general.

6.4 Exercitii

1. Aduceti la forma canonica urmatoarele ecuatii:

*u *u Fu _du  du
(a) — -3—+2—+6— =0;
dx?  dxdy 9y* I9x  dy
u *u ou
ox ox0y ay
o’u Pu  Fu _ou
() 4—; +— —2—=0;
ox oxdy dy dy
u u u du _du
(d) — - +10— + — - 3— = 0;
ax?  Jdxdy ay> 9dx 9y
*u *u *u
(e 2— -7T—— +3— =0;
ox*  9xdy = 9y?
’*u ’u *u
f) y— +(x+ +x— =0;
® yo o+ x+ v ay "oy
*u Pu  du  du
1+x)— +(1+9y)— +x— + y— = 0;
(g ( )8x2 ( y)ay2 ox Yoy
’u ’u o’u ou ou
(h) x*— -2xy- +yl —+x-— 4y — =0;
ox? 9xdy ay? ox ay



Solutie: (a) Deoarece avem A = 1,B = 1,C = -3, rezulta B - AC = 4 > 0, deci ecuatia este de
tip hiperbolic.
Scriem ecuatia caracteristica:

care poate fi rezolvata ca o ecuatie de gradul al doilea, de unde:

dy
-2 =3 ~3x =
zx = y-3x=o¢
ay
dx

=-1 =>y+x=¢

T =y-3x
N o=y+x
functia cautata u(x, y) devine u(z, ), astfel ca toate derivatele partiale se calculeaza acum folosind

formula functiilor implicite si derivarea functiilor compuse. Toate derivatele partiale in raport cu
x si y se calculeaza, deci, tinind cont de legatura cu noile variabile 7 si 7. Practic, avem:

Cu schimbarea de variabile:

0 Jd dn o0 Ot
- = —_— — . —
ox dn Ox 0T Ox

si similar pentru y.
Obtinem, succesiv:
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Rezulta ca, in final, forma canonica este:

’u ou u  1du
+8— =0 = -

atan Iy aton  29n

2. Determinati solutia ecuatiei:

’u ’u o’u
2242 ~32— =0,
ox?  9xdy  9y?
care satisface conditiile:
u(x,0) =3x*

ou .
—(x,0) =cosx
oy

3. Rezolvati ecuatia:
*u *u d*u
3— +7 +2— =
ox?  Jdxdy  Jy?

b

cu conditiile:

u(x,0) =x°
ou 5
—(x,0) =2x
dy

Indicatii pentru 2. si 3.: Aduceti ecuatiile la forma canonica si apoi verificati daca va aflati in

unul dintre cazurile simple din §6.3, care se rezolva simplu.
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SEMINAR 7

REZOLVAREA EDP 2

7.1 Cazul coeficientilor variabili

Ecuatiile cu derivate partiale de ordinul al doilea, cu coeficienti variabili, se rezolva similar
celor cu coeficienti constanti. Vom prezenta douad exemple.
Exemplu 1: Sa se aduca la forma canonica ecuatia:

d* d* o o
1+ v+ )28 e x 2 L) o,
y y
ax? ay? ox " dy

Solutie: Deoarece avem AC — B* = (x* + 1)(y* + 1) > 0, rezulta ca ecuatia este de tip eliptic.
Ecuatia caracteristica este:

(1+x¥)dy* + (1 + y*)dx* = 0,

care Inseamna:

V1 + x%dy = +i\/1 + y%dx.

Rezulta ca familiile de curbe caracteristice sint:

In(y+ 1+ y*)+iln(x+ Vv1+x?) =¢
In(y + 1+ y?)-iln(x+ v1+x?%) =g¢

In consecinta, facem schimbarea de variabile:

T =In(y+J1+y?)
n =In(x+ 1+ x?)
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Derivatele partiale in functie de noile variabile sint:

ou du 1

ax on i+

Fu 1 o*u x ou
TR a3

(1 + x2)2

ou 1 du

ay  Ji+y or

*u 1 u y ou

9y? 1+y? at2 (1+y?): ot
Rezulta ca ecuatia se reduce la forma canonica:
Pu  du
-+ — =
on?  9r?
Exemplu 2: Sa se aduca la forma canonica si sa se determine solutia generala a ecuatiei:
*u Fu  ,*u  du  du

x— - 2xy + X
ox? 0x9y 2y? ox ~dy

Solutie: Deoarece A = x?, B = -xy, C = y*, avem AC-B? = 0, deci ecuatia este de tip parabolic.
Din ecuatia caracteristica obtinem:

dy)2 dy dy y
2 2
x[—) +2xy-—+y"=0=> — =-== xy =_c
(dx Y dx Y dx by y
Facem schimbarea de variabile:
T =Xy
n =x

si noile derivate partiale sint:

u Ju oJu

- = y_ + —

ox ot dn

du u

— = Xx—

ay ot

o*u ,0%u ’u  du

— =y — +2y + —

ox? ot? oton  In?

u ,0°U

—_— =X —

ay? at?

*u  du o*u o*u

= — +Xy— +txX——.
oxdy 0T ot  91dn
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Atunci ecuatia devine:
Pu 19du

- —— =
o nan
Ea se poate rescrie si rezolva astfel:
d ou ou Ju 1
(g SE)=0= - S = f(0) = 55 = ~f(o).
an an an /]

Integram in raport cu 7 si obtinem, in final:

u(z,n) = f(r)Inn+ g(r) = u(x,y) = f(xy)Inx + g(xy).

In unele cazuri, poate fi necesari o discutie dupi x, y pentru tipul ecuatiei:
Exemplu 3: Fie ecuatia:

’u ( ) o’u ’u
— +(x+ +X—
Y ox? Y dxdy  9y?

xX+y

Deoarece A= y,B = ,C = x, avem

—(x - y)?
4

§=AC-B =
si studiem separat pentru:
Dy ={(x,y) €R*| 6 <0}, Dy={(x,y)€R*|5=0},

care corespund, respectiv, cazurilor: hiperbolic, pentru y # x si eliptic, pentru y = x.
Mai departe, ecuatia se rezolva cu metodele cunoscute, corespunzatoare celor doua cazuri.

7.2 Coarda infinita. Metoda lui d’Alembert

Pornim de la ecuatia coardei infinite, care consta in determinarea functiei u(x, t), definita
pentru x € R si t > 0, solutie a ecuatiei coardei vibrante:

,°u  d*u
aa—=—,¥yx€eR,t>0.
ox2  ot?

Presupunem ca avem conditii initiale, astfel ca problema devine o problema Cauchy:
du
u(x,0) = o(x), E(X’ 0) = ¥(x),vx € R,
cu ¢ si ¥ functii date.
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Cum ecuatia este deja in forma canonica, asociem ecuatia caracteristica:

dt 1
Adtf -dx*=0=> — = +—.
dx a

Rezulta ca familiile de curbe caracteristice sint:
x—-at =oq¢
xX+at =c¢
Facem schimbarea de variabile corespunzatoare:
T x—at
n =x+at

si rezulta ecuatia in forma canonica, in noile variabile:

u
=0
aTan
Putem sa o rezolvam astfel:
d [ou du
Z() 0= 22 = f)
on\or ot

Acum putem integra In raport cu 7 si gasim:

u(z, n) = /f(T)dT + 0,(17) = u(r,n) = 6i(7) + Ou(n).
Revenind la variabilele x, ¢, avem:
u(x, t) = 0;(x + at) + 6,(x — at)

si, folosind conditiile initiale, avem:

O(x) + Oo(x) = o(x)
af](x) - aby(x) = Y(x)

Integram a doua ecuatie in raport cu x si obtinem:

6i(x) + 05(x) = ¢(x)
ab(x) - aby(x) = fox Y(a)da + c

Adunam egalitatile si gasim:
_e) 1 / ) c
0,(x) = By A Y(a)da + "
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iar prin scadere, gasim:
p(x) 1 x c
7 = — - — da — —.
= 2= o [ a5

Revenind la variabilele initiale, avem:

t 1 x+a
Ou(x + at) = M+—/O f¢(a)da+2i
a
Capy o Px-a) 1w _c
O(x - at) = 5 » L Yayda >

Putem asambla solutia finala in forma:

x+at

Y(a)da,

x-at

u(x,t) = %[qo(x - at) + o(x + at)] + % (7.1)

care se numeste formula lui d’Alembert.

Observatie 7.1: Solutia problemei Cauchy asociata coardei vibrante exista si este unica.

7.3 Coarda finita. Metoda separarii variabilelor (*)

Pentru cazul lungimii finite a unei coarde, se foloseste o metoda care este atribuita lui Fourier si
utilizeaza dezvoltari in serie. Aceasta metoda se numeste metoda separarii variabilelor.

Pornim cu o problema Cauchy similara, doar ca lungimea coardei este continuta intr-un inter-
val finit. Cautam, deci, functia u(x, t), definita pentru 0 < x < I'si t > 0, care satisface urmatoarele
conditii:

[, 0%u o*u
a’— = —
ox? ot?
ux,0) = q(x)
du
w0 =y
u(0, t) = u(l, t) = 0 (conditii la limita)

Metoda de separare a variabilelor consta in gasirea unui sir infinit de solutii de forma parti-
culara, iar apoi, cu ajutorul acestora, formam o serie ai carei coeficienti se determina in ipoteza
ca suma seriei sa dea solutia problemei tratate.

Solutiile particulare se cauta in forma:

u(x, t) = X(x)T(t)

si cerem sa satisfaca conditiile la limita:

u(0, t)
u(l, t)

= X(0)T(#) = 0
= X()T(t) = 0
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Rezulta ca vrem X(0) = X(I) = 0. Altfel, am avea T(t) = 0, ceea ce ar conduce la solutia banala
u(x, t) = 0.

Inlocuind in ecuatia initiald, avem:
1 T// X//
AT X
Sa remarcam ca in membrul sting, functia depinde doar de variabila ¢, iar in membrul drept, doar
de variabila x. Asadar, egalitatea nu poate avea loc decit daca ambele functii sint egale cu o
constanta. Pentru convenienta, o vom nota cu —A. Obtinem ecuatiile:

XT" =a*X"'T =

X"+AX =0

T + a?AT =0
Prima dintre aceste ecuatii este liniara, de ordinul al doilea, cu coeficienti constanti. Solutia se
obtine:

« Daca A < 0, atunci
X(x) = cre VM 4 eV

iar tinind seama de conditiile la limita, avem:

CL + C =0
bl
Cleﬁl + Cze—ﬁz -0
care se scrie echivalent:
Ci + C =0

etV e =0
Determinantul matricei sistemului este nenul, deci el admite doar solutia banala.

« Daca A = 0, atunci X(x) = ¢;x + ¢, si, tinind seama de conditiile la limita, obtinem din nou
solutia banala.

« Daca A > 0, solutia generala se scrie:
X(x) = ¢; cos VAx + ¢ sin VAx.

Din conditiile la limita, gasim:

S

—~~
(=)

p—_
|

=0 =0
¢, sin VAL = 0.

—~

~—~

~—"
I

Din a doua ecuatie, deducem ca ¢, = 0, care conduce la solutia banala, sau sin JAL = 0, care
" o ni.2 . . . o . .. JR
inseamna A = (T) . Putem scrie, atunci, solutia corespunzatoare acestei serii de valori in

forma:
. nr
X, =c,sin—x, ¢, €R.

l
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Inlocuim si integram acum ecuatia dupa t:

T” + az<%)2T =0,

care are solutia generala:

niw nir
T,(t) = a, cos —at + B, sin —at.

l l
Punind laolalta solutia dupa x si pe cea dupa ¢, obtinem:

nmx nr nr
un(x, t) = X (x) To(t) = <an cos Tat + b, sin Tat) - sin I (7.2)
unde a,, by, ¢, sint constante ce provin din a,, f,, ¢,.
Pentru a doua etapa a solutiei, consideram seria Y, u,(x, t), adica:

= niw . onrx . nrx
Z (a,, COS Tat + bn s Tat) - S1n Tx.

n=1

Presupunem ca exista u(x, t) suma seriei de mai sus, care este si solutia problemei Cauchy,
deci satisface si conditiile la limita, adica:

u(x, 0) =) _, a,sin %x = ¢(x)
du nmx . nw .
E(x, 0) = Taanl b, sin Tx = (x)

Putem privi aceste egalitati ca dezvoltarea functiilor ¢ si ¢ in serie Fourier de sinusuri. Rezulta
ca putem afla coeficientii:

2 l
a, = —/ ¢(x) sin MR dx (7.3)
I J l
2 l
by = —— [ y(x)sin 2 xdx. (7.4)
nra J, [

Observatie 7.2: Calculele de mai sus, impreuna cu rezultate din teoria seriilor Fourier, ne asigura
ca functia u(x, t) gasita este solutia problemei Cauchy.

7.4 Exercitii

1. Determinati solutia ecuatiei:

’u ’u *u
—+2 -3— =
ox?  Jdxdy  9y?

0,
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care satisface conditiile:
u(x,0) = 3x?

u .
—(x,0) =cosx
dy

Solutie: Cum AC - B* = -4 < 0, ecuatia este de tip hiperbolic. Din ecuatia caracteristica,
obtinem schimbarea de variabile:
T =-3x+y
no=x+y

o*u )
= 0, care are solutia:

iar forma canonica este
oTan

u(r, n) = f(z) + gn),
cu f, g functii de clasa C%, arbitrare. Revenind la variabilele initiale, avem:
u(x, y) = f(=3x + y) + g(x + y).
Tinind seama de conditiile initiale din problema Cauchy, obtinem sistemul:
{f(—:’vx) rgl) =3
f(-3x)+ g’(x) =cosx
Integram a doua ecuatie si avem:
f(=3%)+g(x)  =3x
—%f(—Sx) +g(x) =sinx+c

si prin schimbarea semnului primei ecuatii si adunindu-le, obtinem:

9 3 3c

f(-3x) =-x*--sinx- "
(x) = —x?+ —sinx + 3¢

J 4 4 4

. . . t. .
Daca notam -3x = ¢, atunci x = _§ S1 gasim:

Asadar, solutia finala este:

1 3 -3 3
f(-3x+y) =-(-3x+y)°*+ n sin x3+ Y _ Zc
(x+7y) = —(x+ )2+§sin(x+ )+E .
8 y = Yty oy
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Rezulta ca solutia problemei Cauchy este:

1 3
u(x,y) = Z(—Sx + ) + 2 sin

-3x+y

3 3
+ Z(x + ) + a sin(x + y).

2. Rezolvati ecuatia:
o’u o’u o’u

3—+T7—- +2—
ox?  Jdxdy  9y?

=0,
cu conditiile:
u(x,0) =x°
u 5
—(x,0) =2x
oy
Solutie: Ecuatia este de tip hiperbolic, iar schimbarea de variabila este:

T =2x-Y)
n =x-3y’

= 0, de unde rezulta solutia generala:

2

care conduce la forma canonica
oTan

u(x, y) = ¢(2x - y) + ¥(x - 3y).

Din conditiile problemei Cauchy, obtinem:

¢(2x) + Y(x) x°
—¢'(2x) - 3y/(x) =2x

Integram a doua relatie si obtinem:
1 2
—Eq)(Zx) -3¢Y(x) = §x3 + k.

Atunci:
19, .,
o(2x) = %(ZX) + ¢
7
x) =-—x’-c¢
o) =g
de unde rezulta ca solutia problemei Cauchy este:

19 7
u(x,y) = 5o (2x - y)’ - - 3y)°.
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3. Rezolvati ecuatia coardei vibrante infinite:

Pu  Fu
oxt ot
cu conditiile initiale:
x
u(x,0) = N S
+x
du .

Solutie: Putem aplica direct formula lui d’Alembert (7.1):

(x. 1) 17 x-t X+t ] 1/"”. p
u(x, t) = - + + — sin
2L1+(x—-1)? 1+(x+0)2] 2 /., yay
11T x-t X+t 1
= - + — —|cos(x +t)—cos(x -t
211+ (x—t)? 1+ (x+1)>] 2[ ( ) ( )
17 x-t X+t 1 O X+t+x—-t . x+t-x+1
= — + ——[—2s1n sin
2L1+(x-t)? 1+(x+10)21 2 2 2
x-t X+t

+ + sin x sin t.
1+ (x - 1) l+(x+t)2]

4(*). Determinati vibratiile unei coarde de lungime /, avind capetele fixate, daca forma initiala

a coardei este data de functia:
2

x
o(x) = 4<x - T),
iar viteza initiala este 0.

Solutie: Aplicind direct formula pentru coeficientii Fourier (7.3), avem b, = 0, iar

an=7/0 4<x—x7> sin%xdxzj/o xsinn—lﬁxdx—ﬁ/0 xzsingxdx.

53



Calculam:

L o l nr |l l ! nir
xsin —xdx = ——xcos —x| + — cos —xdx
o [ ni I o nxJ )
I? I? nr |l
=-—(-1)"+ sin —x‘
n7r( ) 22 [ o
, P
— 1 n+ i
(-1) -

Il
|
|
=
o)
3
|
a]

i I
nmw I nr |I 2] nr
/ x% sin — xdx 2 ‘ + — / X cos —xdx
0 [ l 0 l

B 21[1 o onx

=(-1)"'— + —|—xsin —x
nt nrlnrx l
B 21 nmw |l
=(-1)"'—+ cos —x‘
1) nr  ndrl )
A 21
- (1) 1) 1)
Asadar:
a8l L8 16
ap = ()" — - ()" — - = [(-1)" - 1],
nmx nr  nr
321
de unde obtinem a,, = 0, a4y, = ——————.
; 2n 2n+1 (271 + 1)3”3
Punem laolalta coeficientii si obtinem solutia:
321 1 @Cn+1)r . 2n+1)rm
u(x,t) = — cos t-sin ——x.
(. ) 3 nZ:; (2n+1)3 ) )

5(*). Rezolvati problema Cauchy asupra coardei vibrante finite:

u ’u
—=4.-—, O<x<mt=>0,
ot? x>

cu conditiile initiale si la limita:

u(x,0) = sin3x - 4sin 10x

u . .

E(x,O) =2sin4x +sin6x,0 < x < 7.
u(0, t) =u(m,t)=0,t>0

Solutie: Determinam coeficientii din seria Fourier:

u(x,0) = sin3x — 4sin 10x = Z a, sin nx = sin 3x — 4 sin 10x.
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Egalind coeficientii, obtinem a; = 1, a;o = -4, a, = 0 in rest.

Mai departe:
ou . . . . .
E(x, 0) = 2sin4x + sin 6x = Z 2nb, sin nx = 2 sin4x + sin 6x.
) - 1 1 )
Egalind coeficientii, avem: b, = 7 b = R b, = 0 in rest.

Rezulta:

1 1
u(x, t) = cos 6t sin 3x — 4 cos 20t sin 10x + n sin 8¢ sin4x + o sin 12t sin 6x.

6(*). Aceeasi cerinta pentru:

(a)
Fu  1d*u
—=——, O0=sx=umt=0,
ox* 9 ot?

cu conditiile initiale si la limita:

u(x,0) = sin x
u (x.0)
—(x, = sin x
at
u(0, t) =u(m,t)=0
(b)
Pu  10*u

axt  49t2
cu conditiile initiale si la limita:

u(x,0) =x(1-x)
u
—(x,0) =0
5 %0
u(0, t) =u(1,t)=0
(©)
u  10*u
—-—-—=0,0=sx=sm,t=0
ox? 4 9r?
cu conditiile initiale si la limita:
u(x,0)  =sin3x -4sin10x
u . .
E(x, 0) =2sin4x + sin6x
u(0, t) =u(mr,t)=0
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7. Sa se determine solutia problemei Cauchy:

1
uxx—zu”=0, x€R,t=0,

cu conditiile initiale:
u(x,0) = e,  u(x,0)=4x.

Indicatie: Metoda 1: Putem folosi direct formula lui D’Alembert. Avem a = 2, f(x) = e*, g(x) =
4x, deci solutia se obtine direct:

x+2t

1 1
u(x, t) = —(e“t + e’””) + —/ dada.
2 4 o

xX—

Metoda 2: Alternativ, putem folosi rezolvarea directa. Scriem ecuatia atasata pentru t = #(x),
care ne conduce la substitutiile:

T=x-2t, n=x+21L
Forma canonica este u,, = 0, a carei solutie generala este:
u(z, ) = f(7) + g(n).

Folosim acum conditiile initiale si determinam f si g, ca functii de x si t.

8. Rezolvati problema Cauchy:
uxx__zutt:(), xG]R,tZO,
a

cu conditiile initiale:
u(x,0) = cosx, u(x,0)=1.
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SEMINAR 8

RECAPITULARE

1. Rezolvati ecuatiile diferentiale de ordin superior:

(@) (1-y)y” +2y*=

(b) yy”-y*

(c) (x*+1)y” - 2xy’ + 2y = 0, stiind c4 are solutie particulard un polinom de gradul intii;
(d) y’"+y=xcosx;

(e (x-2)%y"-3(x-2)y +4y=x, x>2;

Indicatii:

(a) Ecuatia se poate rescrie ca:

pe care o putem integra direct si obtinem:
In|y’|=2In]y-1]+Inc.
Apoi separam y’ si mai integram o data pentru a obtine pe y.

(b) Ecuatia se poate rescrie:

Putem integra direct si obtinem:
In|y’| =In|y| +1Inc,

de unde calculam y.
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(c) Putem deriva direct ecuatia initiala si rezulta imediat y” = 0, de unde y este un polinom de
gradul al doilea in raport cu x.

Inlocuind in ecuatia data, gasim legaturi intre coeficientii polinomului.

Cit despre solutia particulara ca polinom de gradul intii, fie y,(x) = ax + b. Inlocuind in
ecuatie, obtinemcaa # 0si b = 0.

(d) Ecuatie de ordin superior, cu ecuatia algebrica asociata r* + 1 = 0 etc.

(e) Ecuatie Euler, cu schimbarea de variabila a = x - 2, apoi a = e’ etc.

2. Rezolvati sistemele de ecuatii diferentiale:

y =-2z+1
(a) { 2./ 2 , Cu y = y(X),Z = Z(x),
x*z =-2y+x°lnx
/ — 3
(b) x/ x+3y , cu conditiile initiale x(0) = 3, y(0) = 1.
y =-x+5y-2¢
Indicatii:

(a) Derivam prima ecuatie din nou si obtinem 2z’ = -y”. Inlocuim in a doua ecuatie si rezulta o
ecuatie Euler pentru y, pe care o rezolvam si revenim si calculam z(x).

(b) Se aplica metoda substitutiei si se ajunge la o ecuatie de ordin superior, neomogena.

3. Fie cimpul vectorial:
V=(x+ y)?+ (y- x)f— 2zk.

Sa se determine:

(a) liniile de cimp;

(b) linia de cimp ce contine punctul M(1,0, 1);

(c) suprafetele de cimp;

(d) suprafata de cimp care contine dreapta z = 1,y - x+/3 = 0.

Indicatii:
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(a) Sistemul caracteristic asociat este:

dx dy dz
x+y y-x -2z

Din primele doua, rezulta:

xdx + ydy _ dz ) = a

x% + y? -2z

Tot din primele rapoarte obtinem:
dy y-x
dx x+y

dy
Daca notam y’ = —, putem rezolva fie ca pe o ecuatie liniara de ordinul intii, anume:

dx
Yx+y)-y=x
sau putem face substitutia y = tx. Rezulta:

dt P-1 dx t+1 y
X— + 1 = - = = dt = In(x? + %) + 2arctan = = ¢,.
dx t+1 X 2 +1 ( ) X ?

Deci liniile de cimp sint date de:

{(x2 + 9%z =0

In(x? + y%) + 2 arctan Y
x

Cz.

(b) Folosind conditia ca punctul M(1,0,1) sa se gaseasca pe linia de cimp, gasim conditia de
compatibilitate a sistemului de mai sus ¢; = ¢; = 0.

(c) Ecuatia suprafetei de cimp este data de:

q’((xz + %)z, In(x* + y°) + 2arctan X) =0.
x

(d) Pentru conditia ca suprafata de cimp si contina dreapta z = 1, y — +/3x = 0, avem sistemul:

(x* + y%)z = ¢
In(x? + y?) + 2 arctan % =
z =1
y-x J3 =0
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Inlocuim pe x, y, z in functie de constante in ecuatia a doua si rezulta:
In ¢, + 2 arctan V3 = ¢,.

Pentru a afla suprafata, din prima ecuatie avem:
In(x* + y*) +Inz = In¢c,.

Atunci a doua ecuatie devine:

21 2
In(x* + y*) + 2arctanz =c¢=Inc¢ + 3 = -lnz= 2<arctan2 - _>,
x x

de unde se obtine z(x, y), ecuatia suprafetei cautate.

4. Rezolvati ecuatia cu derivate partiale de ordinul intii, cvasiliniara:

1+ Jz=-Xx-Y)zc + 2, = 2.

Indicatie: Se cauta o solutie implicita sub forma u = u(x, y, z) = 0, se calculeaza noile derivate
partiale si se ajunge la sistemul caracteristic de forma:

dx _dy dz
1+ Jz-x-y 1 2

Ultimele doua rapoarte dau z - 2y = ¢; si, prin scadere, obtinem:

dv = dz - dx-dy
Y= -JZ-x-y

care poate fi integrata pentru a obtine y + 2 /2= x - y = c,.
Rezulta solutia generala sub forma implicita:

O(z-2y,y+2z-x-y)=0.

5. Aduceti la forma canonica ecuatiile liniare cu coeficienti constanti:
(@) 4ty + 4y + Uyy — 2uy, = 0;
(b) tyy — 6uyy + 10wy, + u, — 3u, = 0;

(€) 2uyy — Tty + 3uy, = 0.
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Indicatii:
(a) Ecuatia este parabolica. Noile derivate partiale sint:

Uy, = —2u,
Uxx = Upr + 2Ugy + 2y,

Uyy = U,

Uyy = —2Urr — 2Uygy,.
Forma canonica rezultd u,, + u, = 0.

(b) Ecuatia este de tip eliptic. Noile derivate partiale sint:

S
[

=3u; + u,

Uy = U,

Uxx = QUrp + OULy + Uy,
Uxy = 3l + Uy

Uyy = Upr.
Forma canonica rezulta: u., + u,, + u, = 0.

(c) Ecuatia este de tip hiperbolic. Noile derivate partiale sint:

Uxx = QU + OU + Uy
Uxy = U + Ty + 2Uyy,

Uyy = Urr + dUpy + Uy,

Forma canonica rezultd a fi u,, = 0.

6. Rezolvati ecuatia:
Uy — YUyx = 0,

cu conditiile initiale u(x, 0) = x?, u,(x, 0) = 3x*2.
Indicatie: Avem a = 3 si putem aplica metoda lui D’Alembert pentru coarda vibranta infinita.

7. Rezolvati urmatoarele ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea:
(@) Uyex + 2Uyy — 3uy, = 0, cu conditiile u(x, 0) = 0, u,(x,0) = x + cos x

(b) x*uyy + 2xyuy, + y*uy, = 0, cu conditiile u(1, y) = y*, u(1,y) = y* + y;

61



(c) u; = 4u,y, cu conditiile u(x, 0) = 2x, u;(x,0) = e* cos x;
(d) uy = Uy, cu conditiile u(x, 0) = x2, u,(x,0) = 0.
Indicatii:

(a) Ecuatie hiperbolica. Cum D = 0, se poate scrie direct forma canonica, dar mai determinam si
substitutiile care trebuie facute (7 si n).

(b) Ecuatie parabolica, cu D = 0.
(c) Formula lui D’Alembert sau calcul direct.

(d) Formula lui D’Alembert sau calcul direct.
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SEMINAR 9

NUMERE SI FUNCTII COMPLEXE — RECAPITULARE

9.1 Numere complexe — Notiuni de baza

Incepem cu citeva notiuni esentiale si recapitulative privitoare la multimea numerelor complexe.
Amintim definitia:
C={a+bi|abeR,i’=-1},

precum si faptul ca avem, in general, sirul de incluziuni:
NcZcQcRcC.

Dat un numar complex z = a + bi, se numeste partea reald, notata Re(z), numarul real a, iar
partea imaginara, notata Im(z), numarul real b.

De asemenea, conjugatul numarului complex z de mai sus este z = z* = a - bi, iar modulul
numarului complex z este |z| = Va? + b2

Exista mai multe forme de reprezentare a numerelor complexe:

+ forma algebricad, data mai sus, z = a + bi,a,b € R;

« forma trigonometricd, z = r(cos 6 + isin 0), unde r = |z|, iar 0 = Arg(z) se numeste argu-
mentul principal;

0

« forma polara, z = re' = rexp(if), unde r si 0 au intelesul din forma trigonometrica;

« forma geometricd, in care z = a+ bi reprezinta afixul punctului din plan A(a, b). Pentru acest
caz, mentionam ca |z| = v a? + b? reprezinta lungimea vectorului de pozitie al punctului A,
iar 0 reprezinta unghiul pe care il face acest vector de pozitie cu axa OX, masurat in sens
trigonometric.
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Operatiile cu numere complexe se fac in modul uzual, tinind seama de proprietatea i* = -1.
Mai amintim formula lui Moivre, utila in special atunci cind numarul complex a fost scris sub
forma trigonometrica. Fie, asadar, numerele complexe:

z; = ri(cos 0, + isin 0;), 2z, = ry(cos B, + isin 6,).
Atunci inmultirea acestora se face cu formula:
Z1 - 25 = nry (cos(6, + 6) + isin(6;, + 6,)),
formula care se generalizeaza usor in forma:
z" = r*(cos(nf) + isin(n6)), vn.
Tot folosind numere complexe, putem reprezenta si curbe:
« Cercul centrat in punctul de afix z, si de raza R are ecuatia:

|z = 20| = 1;
« Elipsa cu focarele in punctele de afixe z; si wy, iar axa mare are lungimea d are ecuatia:
|z — zo| + |z — wo| = d.
Amintim si formele canonice ale ecuatiilor acestor conice:

o Cercul centrat in (xy, )p) si de raza R are ecuatia:
(x — x0)* + (y- )’o)2 = R%

« Elipsa de semiaxe a, b are ecuatia:

2 2
x
—+y—=1.
a>  b?

Tot din punct de vedere geometric, mai amintim si ca distanta intre doua puncte A(z) si B(w)
este AB = |z — w|.

9.2 Functii complexe elementare

Cea mai simpla functie complexa este functia exponentiala, definita prin:

exp : C—C, expz=e2=ZZ—'.
n

n=0

Se observa imediat ca au loc proprietatile asteptate:
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« exp(0) = 1;
« exp(z; + ) = exp(z1) - exp(22), V21, € G
+ exp(iy) = cos y + isin y,Vy € R (formula lui Euler).

Mai departe, putem calcula simplu logaritmul complex, daca numarul complex a fost adus in
forma polara. Fie, asadar, z = re'?. Rezulta:

Inz=Ilnr+i0.

In general, cum argumentul unui numar complex nu este unic (6 de mai sus reprezinta argu-
mentul principal, dar 6 + 2km este argumentul general), spunem ca functia logaritm este multi-
forma, deoarece valoarea ei generala este:

Lnz = {In|z| + i(Argz + 2kn) | k € Z},
iar In z se numeste valoarea principald a logaritmului.
Functia putere se defineste acum simplu pornind de la formula:

a’ = exp(blna).

Rezulta:
z" = exp(mlnz) = exp (m(ln |z| + iArgz)),

folosind valoarea principala.
Similar se defineste si puterea rationala, adica functia radical:

1 1
Jz =2z = exp(—lnz).
n

Folosind functiile exponentiale si identitatea lui Euler, putem defini si functii trigonometrice
complexe:

exp(iz) + exp(-iz)

COS Z =

2
sinz exp(iz) — exp(-iz)
21
exp(iz) — exp(-iz)
tanz = —i

exp(iz) + exp(-iz)
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Mai avem nevoie si de functiile trigonometrice hiperbolice:

exp(2) - exp(-2)

sinhz =
2
cosh z exp(z) +2exp(—z)
inh
tanh z = S e
cosh z

si au loc legaturile:
sinh z = —isin(iz), coshz = cos(iz).

Functiile trigonometrice inverse se pot obtine din rezolvarea unor ecuatii trigonometrice':

exp(iw) — exp(—iw)
21

w = arcsinz = z =sinw = z = = exp(2iw) - 2izexp(iw) -1 = 0,

care se rezolva (pentru w) ca o ecuatie de gradul al doilea si se obtine:
w = arcsinz = —iln(iz £ V1 - 2?)

si se procedeaza similar pentru arccos si arctan.

9.3 Functii olomorfe

Fie o functie complexa oarecare f : A — C, cu A c C. Pentru orice z € A c C, deoarece z are
o parte reala si o parte imaginara, si imaginea sa prin f se poate separa. Deci, in general, orice
functie complexa f ca mai sus poate fi scrisa sub forma

f=P+iQ, P,Q:R*—R.
Rezulta ca notiunile de limita, continuitate, derivabilitate pot fi puse pe componente.

Definitie 9.1: O functie complexa f : C — C se numeste olomorfa daca este derivabila in orice
punct din domeniul de definitie.

Nu intram in detalii, deoarece nu vom rezolva exercitii cu derivate complexe.
Vor fi foarte importante, insa, rezultatele:

Teorema 9.1: Functief : C — C, f = P+iQ este olomorfa daca P, Q : R* — R sunt diferentiabile,
iar derivatele lor partiale verifica conditiile Cauchy-Riemann, adica:

dP 9Q 9Q P

ox 9y ax 3y
1pentru corectitudine, ar trebui s notim functiile trigonometrice cu initiala mare, Arcsin, Arccos etc. Dar vom
folosi de fiecare data doar valoarea principala, astfel ca, prin abuz de notatie, folosim scrierea din cazul real. Insa
trebuie retinut ca majoritatea functiilor complexe sint multiforme, i.e. pot avea mai multe valori!
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Observatie 9.1: Pentru simplitate, vom mai nota derivatele partiale cu indici, adica, de exemplu:

of
- X

ox
si similar f,, fex, foy, fyx €tc.
Corola 9.1: Daca functia complexa f = P + iQ este olomorfd, atunci P si Q sint armonice, adica:
AP = P + Py, = AQ = Qux + Qy, = 0.

Atentie, insa, la formularea rezultatului: conditia de olomorfie este necesard, in niciun caz
suficienta! Negarea corolarului de mai sus este:

Corola 9.2: Daca una dintre functiile P sau Q nu este armonicd, atunci functia f = P + iQ nu poate
fi olomorfa.

9.4 Exercitii
1. Verificati daca functia de mai jos este olomorfa:
f:C—C, f(2)=2"+exp(iz).

Indicatie: Se separa partea reala si partea imaginara a functiei si se verifica conditiile Cauchy-
Riemann si faptul ca cele douda componente sint armonice.

2. Fie P(x,y) = e**cos2y + y* — x*. Determinati functia olomorfa f = P + iQ astfel incit
f(0) =1.

Indicatie: Verificam daca AP = 0 (conditie necesara!). Apoi, prin integrarea conditiilor Cauchy-
Riemann, se obtine componenta Q. In final, f(z) = €** - 2% + ki, k € C si folosind conditia din
enunt, obtinem k = 0.

3. Rezolvati ecuatiile:
(a) expw = -2i;
(b) z2°+2-2i=0;

(c) sinz = 2.

4. Calculati:
(a) sin(1 + i);

(b) sinh(1 - i);
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(©) Ini;
(d) In(1 - i;
(e) (1+1)*;
) J1-14
(8) arcsin(i3);
(h) arccos(i/3);

(i) tan(1 - i).

5. Determinati functia olomorfa f(z) = P(x, y) + iQ(x, y), pentru:
(@) P(x,y) = x*-y* -2y, stiind ca f(0) = 1;
(b) P(x,y) = x* - 6x*y* + y*, stiind ca f(1) = 1;
(c) P(x,y) = (xcosy- ysiny)e;
(d) P(x,y) =xy+x+2y,stiind ca f(2i) = -1 + 5i;
(e) P(x,y) = 4xy® - 4x*y + x, stiind ca f(1 + i) = 5 + 4i;
(f) P(x,y) =3x*y +2x* - y° - 2y%;
(®) P(x,y) = x* - 6x°y* + y*

(h) Q(x,y) = —

x2 +y2'

6. Scrieti sub forma trigonometrica si polara numerele complexe si reprezentati-le grafic:

(@) z=3-i
(b) z=3+i;
(©) z=1i
d z=1;
() z=1+2i;
) z=2+1i.
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7. Gasiti forma canonica si ecuatia complexa pentru:
(a) Cercul centrat in (0, 1) si cu raza 2;
(b) Cercul centrat in (1,0) si cu raza 1;
(c) Cercul centrat in (1, 2) si cu raza 1;
(d) Elipsa cu focarele in (-1, 0) si (3, 0) si cu axa mare de lungime 6;
(e) Elipsa cu focarele in (0, 1) si (0, -2) si cu axa mare de lungime 5.
Reprezentati grafic fiecare dintre cazurile de mai sus.

8. Fie punctele A(1 + 2i) si B(-1), iar M, mijlocul segmentului [AB]. Calculati distanta de la
punctul M la punctul N, de afix -2 + 3i. Reprezentare grafica.

Observatie: De data aceasta, pentru tema NU mai este suficient sa rezolvati un singur sub-
punct de la un exercitiu, cel putin nu pentru toate exercitiile. Astfel, tema poate contine oricare
dintre variantele de mai jos:

« exercitiul 1;
. exercitiul 2;
« un subpunct de la exercitiul 3 si unul de la exercitiul 4;

« doua subpuncte care folosesc functii diferite de la exercitiul 4 (exemple: csif, gsie, asif
etc.);

« un subpunct de la exercitiul 5;
« un subpunct de la exercitiul 6 si un subpunct de la exercitiul 7;

« un subpunct de la exercitiul 7 si exercitiul 8.
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Tema speciala: Propun si o tema speciala pentru aceasta lectie. Alegeti un subiect din cartea
lui Paul Nahin despre istoria numerelor complexe si faceti un clip in care sa il prezentati. Detalii
si cerinte:

« puteti alege orice subiect din carte, DAR trebuie sa ma anuntati cind ati ales prin email si
sa-1 validez eu;

« dupa validare, aveti maximum 2 saptamini la dispozitie;
« videoclipul trebuie sa dureze minimum 10 minute;
« continutul matematic sofisticat nu este obligatoriu; puteti insista pe aspecte istorice;

« puteti folosi si alte surse, dar subiectul sa fie legat de istoria descoperirilor si aplicatiilor
numerelor complexe;

« daca nu stiti ce subiect sa alegeti, scrieti-mi si vi-1 propun eu.

Punctaje:

+ video > 10 minute = 5 puncte de seminar si > 5, < 10 puncte la examenul final;
+ eseu = 5 pagini = 5 puncte de seminar;

. video + eseu = 8 puncte la seminar si > 5, < 10 puncte la examenul final®.

2 Asta inseamna ci sigur rotunjim in sus de la o not x, 5 si, in functie de cum vi descurcati la examen, este posibil
sa rotunjim chiar si de la x, 2 sau x, 3 sau x, 4.
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SEMINAR 10

INTEGRALE COMPLEXE

10.1 Teorema lui Cauchy

In multe situatii, putem calcula integralele complexe direct, intr-o maniera asemanatoare cu
integralele curbilinii. Un exemplu simplu:

Il=/ z|dz|.
|z]=1

Folosind forma polara, z = e", deoarece integrala se face pe |z| = 1, iar t € [0,2r]. Rezulta
dz = ie'dt, deci |dz| = dt. Atunci:

2 . 1 12
I = / edt = ~e"
0 L
L= /z|dz|,
s

unde S este segmentul care uneste pe 0 si i. Putem parametriza acest segment: S : z = ti, t € [0, 1],
deci dz = idt si din nou |dz| = dt. Rezulta:

1
1
IZ = / tldt = —.
0 2

Dar in unele situatii, putem calcula chiar mai usor:

T

=0.

Un alt exemplu:

Teorema 10.1 (Cauchy): Fie D c C un domeniu simplu conex si f : D — C o functie olomorfa pe
D, cu P = Ref si Q = Imf, functii de clasa C*(D).
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Fiey : [a,b] — D o curbd inchisd si jordaniana (fard autointersectii) de clasa @' pe portiuni,
astfel incit Inty sa verifice conditiile formulei Green-Riemann.
Atunci /f(z)dz =0.
Y

Acesta este un caz simplu in care calculul se termina imediat cu rezultat nul.
In exercitii, vom folosi adesea urmatoarea:

Teorema 10.2 (Formula integrala Cauchy): Fie D ¢ C un domeniusif : D — C o functie olomorfa
pe D. Fie A ¢ D, unde A este un domeniu simplu conex, mdrginit, cu frontiera y, care este o curbd
inchisa, jordaniana, de clasa C' pe portiuni, orientata pozitiv.

Atunci pentru orice a € A fixat are loc:

1 [
= — dz.
f(a) / .

27 zZ—a

Principala aplicatie a acestei teoreme este sa ne ajute sa calculam integrale pe domenii in
interiorul carora functia pe care o integram are probleme. Un exemplu:

/ 1
dz.
|z-2i]=1 22 +4

Observam ca z = 2i este un punct cu probleme pentru functia considerata si aplicam formula
integrala Cauchy.
Putem rescrie integrala astfel, izolind punctul cu probleme:

1 L 2
/ dZ=/ Z+2[_dZ= f( )'dZ,
|z-2i]=1 z2+4 |z-2i]=1 z-2i z -2

1
zZ+2i

unde am introdus exact functia cu probleme, adica f(z) =

Aplicam formula integrald Cauchy si obtinem:

£(2i) = i/ LRI / 1@ 4, omif(i) = %

271 Joogi=-1 2 — 21 z-2i}=1 2 — 21

Vor exista situatii cind punctul izolat nu poate fi eliminat atit de usor (sau chiar deloc), cazuri
in care vom aplica un rezultat fundamental, teorema reziduurilor.

10.2 Exercitii

1. Calculati integrala / z*dz, unde:
T
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(@ I'=[-1,i]u[i1];

(b) T={z(t)=2+it*|0<t=<1};
© F={z(t)=t+icos%t|—1stsl};

(d) T = 0A, cu 0(0,0) si A(2,1).

Indicatii: Se parametrizeaza drumurile si se calculeaza ca in exemplele de mai sus.

2. Folosind teorema Cauchy sau formula integrala Cauchy, calculati:

(a) / z'dz;
|z-1|=3
cos z
b —dz;
(b) /,4_4 Z—6z+5 0

sin z
© /| s

2
@ [SP%)dzunder s 2-2= rre 1)
r

z% -6z

exp(3z) ,
@ [ e
1
f ———dz;
® /z—i|—1 (2% + 1) ‘

sin z
® /| g

Indicatii: Ideea de baza este sa identificam punctele cu probleme ale functiilor de integrat in
interiorul domeniilor pe care integram, apoi sa descompunem integrandul cu o functie careia i se
poate aplica teorema Cauchy.

(a) functia z* este olomorfa, deci integrala este nula;

oS z
(b) avem Z-Dz-5) dar singurul punct cu probleme din interiorul domeniului este z; = 1.
z-1)(z -
. cosz . . f(2) 5
Definim f(z) = 5 lar integrala devine I dz, care se calculeaza cu formula Cauchy.
zZ- |z]=4 Z ~

(c) pentru r = 1, functia este olomorfa, deci integrala este nula. Pentru r = 3, z = 0 este punct cu
exp(z?)
z-6

probleme, deci definim f(z) =
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10.3 Teorema reziduurilor

Similar cu orice functie reald, si functiile complexe pot fi dezvoltate in serii de puteri. in cazul
complex, seriile se numesc serii Laurent si pot contine si puteri negative.

Informal, punctele cu probleme care ne intereseaza se numesc poli sau puncte singulare. Ordi-
nul unui pol z = a este multiplicitatea algebrica a radacinii z = a In dezvoltarea in serie Laurent
a functiei f. In particular, avem poli simpli, dubli etc.

Definitie 10.1: Fie f : C — C o functie complexa si dezvoltarea sa in serie Laurent in jurul unui
punct z, € C:

f@) =) az-2)", a,€R.

nezZ

Se numeste reziduul functiei f in punctul singular z, coeficientul a_; din dezvoltarea de mai
sus, notat Rez(f, zo).

Urmatoarea teorema ne da metode de calcul al reziduurilor, in functie de multiplicitatea lor:

n

Teorema 10.3 (Calculul reziduurilor): (1) Rez(f, a) = c.;, unde c_; este coeficientul lui
z-a
dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in vecindtatea singularitatii z = a.

(2) Daca z = a este pol de ordinul p > 2 pentru f, atunci:

Rez(f, a) =

(p-1)
-]

(3) Daca z = a este pol simplu pentru f, atunci, particularizind formula de mai sus, avem:

Rez(f, a) = Ii_r)n(z - a)f(2);

y . A . y
(4) Daca f se poate scrie ca un cit de functii, f = 5 olomorfe in jurul lui a si daca z = a este pol

simplu pentru f, adica B(a) = 0, atunci:

Rezultatul esential al acestei sectiuni ne arata ca, daca integram o functie cu probleme, valoa-
rea integralei este data in mod esential de reziduurile sale:

Teorema 10.4 (Teorema reziduurilor): Fie D ¢ C un domeniusif : D-{a,..., ax} — C o functie
olomorfa pentru care ; sint poli.

Fie K < D un compact cu frontieral = 9K, o curba de clasa C', jordaniand, orientata pozitiv si
care contine toate «; in interior. Atunci:

k
/f(z)dz = 27i ) Rex(f, ).
r =
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De exemplu, sa calculam integrala:

P
I=/ ——————dz,r>0,r+1,2.
|z]=r (Z - l)(Z - 2)

Solutie: Daca 0 < r < 1, putem aplica teorema lui Cauchy (10.1) si gasim I = 0.
Daca 1 < r < 2, aplicam formula integrala a lui Cauchy (10.2) si gasim:

/ — dz- / =y M
|z|=r (Z - l)(Z - 2) lzl=r Z =1 lzl=r © ~ 1

. Rezulta:
2

z

unde f(z) = ze—

/ dz = 2rif (i) = 2711—2
2]

Daca r > 2, aplicam teorema reziduurilor, cu i si 2 poli simpli. Avem:

e? i

e
Rez(f. i) = lim(z = ) =5 = 73

z

e e
Rex(f, 2) = i .
edf. ) = i T T 2o

Rezulta, din teorema reziduurilor:

/ ﬁdz = 27ri(iii2 + ze_z i).

10.4 Exercitii

1. Calculati reziduurile functiilor in punctele a indicate:

(a) f(z )—@,aﬂ;

B exp(zz) L

(b) f(z) = W’a_ 1;
) f)= 21 a=0,
f(z)—1+e a=0:
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sin z
4z2°
z

® f&)= ————.a=0.

-cosz’

() f(2) = a=0;

Indicatie: Verificam multiplicitatea polului z = a si aplicam formula corespunzatoare din

teorema 10.3.

2. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

dz
I= .
(@) / e

d
0 1= [y e yoaxo
14

22+ 1
(c) I= /223 —(z— 1)2(24_2)dz.

Solutie: (a) Punctele z = +1 sint poli de ordinul 1 pentru functia f(z) =

2 _

in interiorul discului pe care integram, cu |z| = 2, deci putem aplica teorema reziduurilor:

I=2mi- (Rez(f, z;) + Rez(f, zz)).

Calculam separat reziduurile:

1 1
R = lim(z - 1) - ==
ez(f.z) = lim(z - 1) —— =2

) 1
Rez(f, Zg) = Zli)n;ll(z + 1) . ﬂ = —E.

Rezulta:

(b) Curba y este un cerc centrat in (1, 0) si cu raza 1. Cautam polii functiei f(z) =

se afla in interiorul lui y.
Avem succesiv:

Z2+1=0=>z'=-1=cosxm +isinr =
4 . .
z=A+cosm+isinmr =
T+2kr . mw+2krw

Zr=c0s—— +isin——,k=0,1,2,3.
4 4
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Doar punctele z, z; se afla in interiorul discului delimitat de y si calculam reziduurile in aceste
puncte.

Putem aplica formula din Teorema 10.3 (4) si avem:

(z) 1 1 m

R —_— = ——ef4
ez(f, zy) = ( N 4e

A(Z) 1 1 i

R —| =--ed
eZ(f 23) B/(Z) z3 423 z3 4e

Rezulta:

dZ . 1@ 1@ 71'\/51
I= =2m(——e4——e4>=— .
y 2t + 1 4 4 2

(c) Avem doi poli, z = 1, z = -2 in interiorul conturului. Se vede ca z; = 1 este pol de ordinul
2, iar z, = -2 este pol de ordinul 1. Calculam reziduurile:

1 2 Z+1 '
Realf.z) = ooy I |G-V i+ o)

1. Z2+4z-1
im-——-—
1! z>1 (z+2)?

22 +1 5
(z-12(z+2) 9

B z°+1 7= 2
/23(2—1)2(z+2) - e

Rez(f, z,) = limz(z +2)

Rezulta:

3. Sa se calculeze integralele:

dz
(@) /|Z|=1 sinz;
(b) /|z|12_dz
(c) A—s ze:dz;
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dz
@ /| e 1)

@) / 2.
lzl=1 <

Indicatii: (a) z = 0 este singurul pol din interiorul domeniului;

(b), (c): Dezvoltam in serie Laurent si identificam reziduurile folosind definitia.

(d) Avem z = 1 pol de ordin 3 si z = -1 pol simplu. Doar z = 1 se afla in interiorul domeniului
si dezvoltam in serie Laurent dupa puterile lui z - 1:

1 1

z+1 2-(-(z-1))
I S
IR
1 (z-1)"
_EZ;(_D 2n

Il
—~~
|
p—
N
]
N
[\
S| |
3
Ly N
N
]

n=0
pentru |z - 1| < 2.
Rezulta:
1 (z-1)"3 1 1 1 1
= _1 n = - + - — + ceey
(z+1)(z-1)3 g;( ) 2n+1 2z-1)* 4(z-1) 8(z-1) 16

deci Rez(f, 1) = %

10.5 Aplicatii ale teoremei reziduurilor

Putem folosi teorema reziduurilor pentru a calcula integrale trigonometrice de forma:

2
I= / R(cos 0, sin 6)d0,
0

unde R este o functie rationala.

Facem schimbarea de variabild z = ¢
data, in sens direct.

Folosim formulele lui Euler:

9 si atunci, pentru 6 € [0, 2], z descrie cercul |z| = 1, 0

el + o710 1 1

cos ) = ——— =—<z+—)
2 2 z

el@ 6—19 1 1

ing= "0 1L
21 21 z
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Atunci, daci z = €', rezultd dz = ie® d0 = izd0, iar integrala devine:!

2
I= / R(cos 0, sin 0)d0 = 7{ Ri(2)dz,
0 |z|=1

unde: ) )
1 z2+1 z°-1
Rl(z) = _R< 5 . )
iz 2z 2iz
Aceasta functie poate avea poli si deci putem folosi teorema reziduurilor. Daca ay, ..., a, sint

polii din interiorul cercului unitate, avem:

I = 2mi ZRez(Rl, a).
k=1

Sa vedem citeva exemple:

2 de
(a)/o 2+cos 0’
2 de
b .
(b) /0 1+3cos? 0’
T sin @
_ 40
(C)/O 1+isinf

2r
d) / _ 4o la)<1,a€R.
0

1+asin®’

Solutie:
(a) Notam z = €, cu 0 € [0, 277]. Atunci avem succesiv:

4 dz
dz = ied0 = izdz = df = =
iz
el + e 1 1
cosf=——— = —<z+—>
2 2 z
1 2z

2+0059: Z2+4z+1

/2” do _y{ 2z dz
, 2+cosfO o1 22 +4z+1 iz

yé dz
= -2i —_—.
71 2+ 4z + 1

14 marcheazi o integrald pe un contur inchis
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1
Acum folosim teorema reziduurilor. Singularitatile functiei f(z) = ] sint z = —2++/3,
2 +4z +

care sint poli simpli. Numai z = -2 + /3 se afla in interiorul cercului |z| = 1 si calculim reziduul
folosind Teorema 10.3(2).
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SEMINAR 11

SERII LAURENT SI REZIDUURI

11.1 Serii de puteri. Serii Laurent

Notiunile privitoare la scrierea functiilor cu ajutorul seriilor de puteri, intilnite in cazul real prin
serii Taylor, se pot generaliza si in cazul complex. Situatia este ceva mai problematica in acest
caz, deoarece argumentele sint obiecte bidimensionale. In orice caz, multe dintre notiunile din
cazul real pot fi preluate aproape fara modificare si in cazul complex.

Definitie 11.1: O serie de forma Z a,(z-2z)", cu z € C oarecare, z, € C fixat si a, € C coeficienti,
n=0
pentru orice n € IN, se numeste serie de puteri centrata in z,.

Ca in cazul real, se poate calcula raza de convergenta a seriilor de puteri cu una dintre formu-

lele:
1 . a,
R = = lim

lim \J|a,| "
n—oo

An+1 .

Atunci, deoarece lucram in planul complex, se defineste discul de convergenta al seriei prin:
B(zy,R) = {z € C ||z - z| < R}.

Stim, de asemenea, ca:

« seria este absolut convergenta pe |z — z)| < R;

« seria este divergenta pe |z - zy| > R;

« seria este uniform convergenta pe |z — zy| < p, pentru orice p < R,
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iar pe frontiera discului trebuie testat separat.
In interiorul discului de convergenta, suma seriei este o functie olomorfa S(z) si au sens re-
zultate de forma derivarii sau integrarii termen cu termen.

Definitie 11.2: O functie f : A — C se numeste analitica daca poate fi dezvoltata intr-o serie
de puteri complexa cu discul de convergenta inclus in A.

Daca acesta este cazul, avem formula cunoscuta:

(n)
@ = Y ey

n=0

Are loc rezultatul important:

Teorema 11.1 (Weierstrass-Riemann-Cauchy): O functie complexa definita pe o multime deschisa
este analitica daca si numai daca este olomorfa.

Deducem de aici ca, daca domeniul de definitie A al functiei complexe studiate, f : A — C,
este o multime deschisa, atunci olomorfia (pe care o verificam cu conditiile Cauchy-Riemann,
de exemplu) este echivalenta cu analiticitatea, verificata cu ajutorul seriilor de puteri. Rezulta
implicit ca orice functie olomorfa definita pe un deschis poate fi dezvoltata in serie de puteri.

Dar pentru cazul complex, avem si serii ceva mai complicate:

Definitie 11.3: O serie de puteri de forma Z a,(z - zy)", cu ay, z, zy € C se numeste serie Laurent

nezZ
centrata in punctul z, € C.

O serie Laurent este convergenta daca si numai daca atit partea pozitiva a, > 0, cit si partea
negativa, a, < 0 sint simultan convergente.

Partea pozitiva se numeste partea Taylor, iar partea negativa se numeste partea principald.

Pentru cazul Taylor, seriile uzuale pentru functiile elementare, impreuna cu domeniile de
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convergenta, sint date mai jos. In toate cazurile, x € R se poate inlocui cu z € C.

1
X _ n
e’ = E —n!x,xelR

n=0

1
—_—= x" x| <1
—— = %"

n=0

1
= -1)"x" x| <1
i x %;( )"x", x|
—1)"
cosx = Z( ) x*" x €R
(2n)!
n=0 .
—1)"
sin x = Zixz””,xeﬂi
(2n+1)!
n=0
ala-1)a-2)--(a—-n+1
(l+x)“:Z ( X )' ( )x",|x|<1,a€]R
n=0 n.
_1 n
arctan x = Z %xznﬂ, |x| < 1.
n+

n=0

Seriile pentru alte functii se pot obtine fie prin calcul direct, fie prin substitutii, fie prin derivare
sau integrare termen cu termen a seriilor de mai sus.

11.2 Singularitati si reziduuri

In cazul functiilor reale, domeniul de definitie trebuie ales atent astfel incit sa evitam ,punctele
cu probleme®. Exemplele tipice sint cele in care se anuleazd numitorul unei fractii, cind apar
logaritmi sau radicali etc. Pentru functii reale, cel mult putem calcula asimptote verticale in acele
spuncte cu probleme”. Dar in cazul complex, distinctia se face mult mai fin.

Definitie 11.4: Fie A c C o multime deschisa nevida si f : A — C o functie complexa, olomorfa
pe A. Fie un punct z, € C.

Punctul z, se numeste punct singular izolat (singularitate izolatd) pentru f daca exista un disc
centrat in z,, de forma B(zy, r), cu r # 0, astfel incit, daca eliminam centrul discului, functia este
olomorfa pe B(zy, 1)\ {z}.

Amintim ca, daca functia este olomorfa pe discul punctat (i.e. discul B(z, r), din care am scos
centrul), atunci ea are o dezvoltare in serie Laurent, conform teoremei Weierstrass-Riemann-
Cauchy.

Definitie 11.5: In conditiile si cu notatiile din definitia anterioars, punctul z, € C se numeste
punct singular izolat (singularitate izolatd) daca seria Laurent asociata functiei f are partea prin-
cipald nula, adica este o serie Taylor.
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Definitie 11.6: In conditiile si cu notatiile din definitia anterioard, punctul z, € C se numeste
pol daca in seria Laurent asociata functiei f exista un numar finit de termeni nenuli in partea
principala. Indicele ultimului termen nenul m (in sensul ca |m| este cel mai mare, iar m < 0) se
numeste ordinul polului.

Definitie 11.7: In conditiile si cu notatiile din definitia anterioars, punctul z, € C se numeste
punct singular esential (singularitate esentiald) daca in partea principala a seriei Laurent asociata
functiei f exista o infinitate de termeni nenuli.

Idee intuitiva: Singularitatile, in general, sint ,puncte cu probleme®. Chiar si in cazul real
exista aceasta notiune, intilnita in analiza. De exemplu, un punct unghiular sau de intoarcere al
unei functii reale se numeste singularitate. Alt exemplu la indemina: gaurile negre sint inter-
pretate in cosmologie (ramura fizicii teoretice care utilizeaza geometria pentru studiul ,formei”
Universului) ca singularitati ale spatiu-timpului. Dar, din fericire, in majoritatea cazurilor, sin-
gularitatile fie pot fi ,ignorate” sau ,eliminate” i.e. se poate extrage informatia de baza si din
domeniul din care ele au fost scoase. Amintiti-va, de exemplu, ca in analiza de liceu exista o teo-
rema care afirma ca dacd se scoate un numar numarabil de puncte din graficul unei functii, integrala
sa definita nu se schimba.

Similar este si cazul singularitatilor din analiza complexa: toate, cu exceptia celor esentiale,
pot fi ,eliminate®, adica se poate extrage informatie foarte importanta despre comportamentul
functiilor si in lipsa lor (sau, uneori, chiar numai din ele, ca in cazul reziduurilor, precum vom
vedea).

Polii vor fi elementul central de studiu mai departe. Pentru ei, mai avem o caracterizare utila:

Propozitie 11.1: In conditiile si cu notatiile de mai sus, punctul zy € C este pol pentru functia f
daca si numai daca lim f(z) = oco.
z—2)
z
Exemplu: Putem vedea foarte simplu acest lucru pentru functia f(z) = ——. Atunci z = 1
este pol simplu, deoarece lirr% f(z) = oo si mai mult, putem scrie dezvoltarea in serie Laurent a
z—

functiei f in jurul lui z = 1, sub forma:

z-1 1

flz) = = 1
zZ) = = —+ s
z-1 z-1

care are partea principala 7> cuun singur termen (care da ordinul polului).

Propozitie 11.2: In conditiile si cu notatiile de mai sus, punctul z, € C este singularitate esentiald
daca si numai daca nu exista lim f(z).

z—2)

Ajungem la o alta notiune esentiala:
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Definitie 11.8: In conditiile si cu notatiile de mai sus, fie z, o singularitate izolata a functiei f.
Coeficientul a_; din seria Laurent a functiei f in coroana B(z,;0, r) se numeste reziduul functiei
in z, si se noteaza Rez(f, z).

Observatie 11.1: In multe situatii, reziduurile se pot calcula simplu cu teorema 10.3, dar uneori
sintem obligati sa folosim definitia, pentru ca limitele complexe se calculeaza mult mai dificil
decit in cazul real.

Un exemplu este urmatorul: consideram functia f(z) = Vrem sa calculam Rez(f, 0).

z?
Evident, acest punct este pol, deoarece limo f(2z) = oo, dar orice formula am folosi din teorema 10.3,
zZz—>
nedeterminarea nu este eliminata. Astfel ca sintem obligati sa folosim definitia, cu ajutorul seriei
Laurent.
Ca in cazul seriei Taylor pentru functia sinus, avem:

) z 2 2
Sinz=——- — + — — ...
1! 3! 5!
-z 2 g6 L0
= zsinz’=z- [ — - =+ -
130 5l

Il

Nu)
N

—_

| .
AR

+
aln,

|
N——

Atunci, inversind, obtinem functia scrisa sub forma:

f(z):z’3-(l—§—j+§—j—...>_ .

Vrem sa inversam seria din paranteza (admitem fara demonstratie ca acest lucru este posibil),
pentru ca in final, sa putem scrie toata functia ca o serie de puteri (in forma actuala nu este asa
ceva!). Asadar, cautam o serie de forma )’ a,z", cu n € IN, astfel incit:

P )
l—§+§—... ~(ao+alz+azz +...):1.

Prin identificarea coeficientilor, rezulta a, = 1, a, = 0. Facind acum inmultirea, avem:

1 a
zZ)= — anz”=—0+—+—2+a3+....
z3 z3
n=0

Partea principala a seriei are 3 termeni nenuli, deci z = 0 este pol triplu (intuitiv, simplu pentru z
si dublu pentru sin z?), deci rezulta Rez(f, 0) = a, = 0.
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11.3 Exercitii

1. Determinati dezvoltarea in serie Taylor sau Laurent pentru functiile urmatoare, in jurul
punctelor indicate z, precizind si domeniile pe care sint valabile:

(@) f(z) =cos®z,z = 0;

b) (@) = = &
z¢ =8z +15
. 1
¢) f(z) =sin A 1;
2z°+9z+5
@ @)= 5 =,
© f(2) = .z = 1;
Z_
) f(=) = 2;, pe domeniile |z] < 1,1 < |z] < 2512 > 2.
z°-3z+2

Indicatie: Se pot folosi seriile uzuale, cu anumite substitutii, dar atentie la domeniile de convergenta,
precum si la eventualii poli ai functiilor. A se vedea exemplul rezolvat de mai jos.

2. Determinati punctele singulare si precizati natura lor pentru functiile:

5

(22+1)'

b) f(z) = 2> exp <_§>;

(@) f(2) =

o1
¢) f(z) =sin p

) f(z) - sm22
6z+1

Q) flz) = =
b f(2) = 2251nz

Indicatie: Dupa identificarea ,punctelor cu probleme®, se cerceteaza existenta limitei catre
punctele respective si/sau se utilizeaza dezvoltarea in serie Taylor/Laurent.

3. Calculati:
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@) /l | z* + exp(z) dz:

Z3

1
(b) /(z+l)exp<—> dz,unde y : x*+ y* +2x = 0;
v z+1

-1 1
(c) / %dz, pentru r € {—,1,2}.
|z|=r 1-z 2

Indicatie: Se foloseste teorema reziduurilor.

Exemplu rezolvat pentru seria Laurent: Sa se dezvolte functia

2
f(z) = fz +2 3z-1
z2+zo-z-1
in jurul originii si in jurul punctelor z = +1.
Solutie: Numitorul se descompune sub forma (z - 1)(z + 1)?, deci avem un pol simplu z = 1 si
un pol dublu z = -1.

Putem descompune functia in fractii simple, sub forma:

1 1 1
z) = + + .
/@) z-1 z+1 (z+1)3

Primii doi termeni sint sume de serii geometrice, iar al treilea poate fi obtinut prin derivarea
seriei geometrice:

=Y ()" = - - = Y ()" (n+ 1)z,
(z +1)

dupa ce am facut trecerea n — n + 1, intrucit seria derivatelor ar fi pornit de la n = 1, dat fiind
termenul z"*

Pe cazuri acum:

Pentru |z| < 1: functia este olomorfa, deoarece nu avem niciun pol in acest disc deschis.
Atunci putem scrie direct seria ca suma a celor trei serii corespunzétoare:

—Zz"+z 1)”2"+Z( )"(n+1)z Zz(1+ +(-1)"(n+1)).

n=0 n=0 n=0 n=0

In jurul punctului z = -1, unde avem pol, trebuie sa rescriem functia sub forma:

£z) - 1 1 1 1

(z+1)2+z+1_5'1—z—+1’
2

astfel punind in evidenta puteri (negative!) ale lui z+ 1. Primii doi termeni nu necesita prelucrare,
iar pentru al treilea, intrucit ne aflam in domeniul de convergenta a seriei geometrice, adica |z+1] <

2 putem scrie:
1 z+1\"
1—£1=Z< 2 )

2 n=0
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In jurul punctului z = 1, unde avem din nou pol, rescriem functia sub forma:

1 1

1 1
+—.
-1 2 1+Z%1

(1+5)"

1
f(2)=z +4_1.

Primul termen nu necesita prelucrare, iar pentru al doilea, remarcam ca ne aflam in interiorul
domeniului sau de convergenta, caci |z - 1| < 2 si atunci avem direct suma seriei geometrice:

1+l"7’1 B Z(_l)n<2;1>n'

n=0

Al treilea termen se obtine prin derivarea termen cu termen a seriei de mai sus (ca in cazul de
la inceput) si avem:
1 B Z( 1)n(n+ 1)(z-1)"
( 1+ %1 ) ’ n=0 2"

si in fine, functia se obtine ca suma a acestor trei serii, adica, dupa calcule:

f@= =+ 3 ey

n=0
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SEMINAR 12

RECAPITULARE ANALIZA COMPLEXA

(1) Determinati partea reala sau partea imaginara a functiei f = P + iQ olomorfa (daca exista)
pentru:

(@) P(x,y) = x* - y*si f(0)
(b) Q(x,y) = In(x* +y2)+x 2y;
(c

)
)
) P(x,y) =xy+x+2ysif(2i)=-1+5j
(d) P(x,y) =4xy’ —4x>y + x si f(1 + i) = 5 + 4i;
)
)

(e) P(x,y)=3x%y+2x* - % - 2y%
x
() Ox,y) = szyz;
_ y
() Qx.y) = vl

(2) Determinati a € R astfel incit P(x, y) = 2xy + 3x* — ay® + 2ax + 3y - 4 sa fie partea reala a unei
functii olomorfe. Determinati functia f(z) pentru care f(i) = 1.

(3) Calculati integralele complexe:

exp(z) ,

® [ e
sin(z) .
(b) /z—1 z% -5z + 4dz,

z
d .
(C) v/Z—ll—Z Zz + 2 Z’
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d) / exp(z) 4.

2
z-i|=1 z¢+1

zZ+2
—d ;
© /| EEREerTIi
exp(2z) _
® /m:z 2 )2 )

exp 3z 22 +1
<g>/ p3z d

z.
s2ie1 22+ 10 Z¥(z +2)

(4) Folosind functii complexe, calculati integralele trigonometrice:

2 1
(@) /0 (2+cost)?
2 dt
(b) / dt
o 2+cost
2r dt
(c) / dt;
o 4+cost
2
(d) / Ldt;
o S+3cost

27 dt
——dt
(€) /0 3+2cos?t

90



	Ecuații diferențiale de ordin superior
	Ecuații liniare de ordinul n cu coeficienți constanți
	Metoda eliminării pentru sisteme diferențiale liniare
	Exerciții

	Alte ecuații de ordin superior
	Ecuații rezolvabile prin cuadraturi
	Ecuații de forma  f(x, y(n)) = 0 
	Ecuații de forma  f(y(n-1), y(n)) = 0 
	Ecuații de forma  f(x, y(k), …, y(n)) = 0 
	Ecuații de forma  f(y, y, …, y(n)) = 0 
	Ecuații autonome (ce nu conțin pe  x )
	Ecuații Euler
	Exerciții

	Stabilitate și linii de cîmp
	Exerciții
	Integrale prime și linii de cîmp
	Exerciții
	Resurse suplimentare

	Ecuații cu derivate parțiale și suprafețe de cîmp
	Ecuații cu derivate parțiale de ordinul întîi
	Suprafețe de cîmp
	Ecuații cu derivate parțiale cvasiliniare
	Exerciții

	Exerciții suplimentare EDP1
	Ecuații cu derivate parțiale de ordinul doi (EDP 2)
	Clasificare și forma canonică
	Forma canonică
	Cazul coeficienților constanți și D = 0
	Exerciții

	Rezolvarea EDP 2
	Cazul coeficienților variabili
	Coarda infinită. Metoda lui d'Alembert
	Coarda finită. Metoda separării variabilelor (*)
	Exerciții

	Recapitulare
	Numere și funcții complexe — recapitulare
	Numere complexe – Noțiuni de bază
	Funcții complexe elementare
	Funcții olomorfe
	Exerciții

	Integrale complexe
	Teorema lui Cauchy
	Exerciții
	Teorema reziduurilor
	Exerciții
	Aplicații ale teoremei reziduurilor

	Serii Laurent și reziduuri
	Serii de puteri. Serii Laurent
	Singularități și reziduuri
	Exerciții

	Recapitulare analiză complexă

