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Seminar 6
Integrale triple

1. Consideram multimea:

2
Q={(xy,z) e R?| x2+yz <L +y?*>1,%y>0,0<z<5h

Calculati integrala J” dedy dz prin doud metode:

0 VT

(a) proiectind multimea Q pe planul XOY;
(b) folosind coordonate cilindrice.

Solutie: (a) Pentru a proiecta multimea Q) pe planul XOY, studiem doar ecuatiile corespunzatoare
acestui plan. Astfel, avem intervalul z € [0, 5], iar pentru x si y, obtinem:

D={(xy) €R*|x€[0,1],V1—x% <y <2V1-x2}.

Atunci integrala se obtine:

5
————dxdydz = dxd ——dz
J”Q VX2 4+y2 Y D Y 0 /X2 +y?
25 JJ Yy
= — ——=dxdy,
2 Jlp /x2+y2 Y

integrald pe care o calculdm folosind coordonate polare.
(b) Coordonatele cilindrice sint:

X =pcose
y =opsing, (p,¢,z)€(0,00)x0,2m) xR,
z =z
iar jacobianul transformadrii este | = p.
Pentru Q, avem:

T 2
0/5/ 0/7/ 1/ ——|.
2€l05), o€l 2]p€[ 3C032(P+1]

Obtinem, atunci:

5 oo 2 .
”JQ ~ Y2 xdydz :J dzr Jﬁ 2psine

VX% +y? o Jo P
_5 J%(l—cosch)sm .
2 Jy 3cos?p+1 eae
25
—E(4ﬂ\/§—9).

2. Folosind coordonatele sferice (generalizate) sa se calculeze integralele:

(a) J” (y — x)dxdydz, unde domeniul este:
A

A={xyz) eR¥|x¥®+y?+22 <1,y >0}
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2 2.3
®) J J J (1 — - Z*) * dxdydz, domeniul fiind:
Q 9 4

Q={(x,y,z) € R3 | y=>0,z> 0,%x> +

(c) ”J zdxdydz, unde domeniul este:
n
M={xyz) e R|x¥®*+y*+(z—1)* < 1}.

Indicatii: Coordonatele sferice sint:

X = psinBcos @
y =opsinOsing , (p,0,¢9) € [0,00) x[0,7] x [0,2m).

z =pcosB

Jacobianul transformirii este ] = p?sin 0.
Pentru coordonatele sferice generalizate (utile pentru elipsoizi) sint:

X = apsinBcos @
Yy =DbpsinOsineg ,

z =cpcosH

definite pe acelasi domeniu de mai sus, iar jacobianul este ] = abcp? sin 6.

3. Calculati volumele multimilor (), marginite de suprafetele de ecuatii:
(@ 2% +y?+22=1, 2% +y*—22=0,z>0;
b)) z=x*>+y>—1, z=2-x>—y%
() z=4—x*—y? 2z=5+x>2+y%
(d X2+y?=1, 22=x*+y% z>0.

Indicatii: (a) Intersectdm cele doud suprafete, egalind primele doud ecuatii si obtinem:

P42y =1, z=

Sl

Atunci, proiectia acestui domeniu pe planul XOY este:
D ={(x,y) | 4x* +2y* < 1}.
Iar coordonata z o putem lua intre cele doud suprafete, adica:
V22 <2< V122 — 2.

Rezulta ca putem calcula volumul multimii astfel:

V(Q) = ”L) dxdydz = ”D dxdy J\/;;;:yz dz,

iar apoi pe domeniul D putem folosi coordonate polare generalizate (pentru parametrizarea elipsei).

2
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(b) Similar, intersectam cele doud suprafete rezolvind sistemul de ecuatii si gasim:

3 1
2,.2_72 _ 1
X" +y" = 5 z >
Proiectia pe planul XOY este:
3
D={xy) I¥+y* <}

Atunci: )

2—x2—y
V(Q) = ”JQ dxdydz = ”D dxdyJ . dz.
X4y —



