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Seminar 6
Integrale triple

1. Considerăm mult, imea:

Ω = {(x,y, z) ∈ R3 | x2 +
y2

4
6 1, x2 + y2 > 1, x,y > 0, 0 6 z 6 5}.

Calculat, i integrala
∫∫∫

Ω

yz√
x2 + y2

dxdydz prin două metode:

(a) proiectînd mult, imeaΩ pe planul XOY;

(b) folosind coordonate cilindrice.

Solut, ie: (a) Pentru a proiecta mult, imeaΩ pe planul XOY, studiem doar ecuat, iile corespunzătoare
acestui plan. Astfel, avem intervalul z ∈ [0, 5], iar pentru x s, i y, obt, inem:

D = {(x,y) ∈ R2 | x ∈ [0, 1],
√

1 − x2 6 y 6 2
√

1 − x2}.

Atunci integrala se obt, ine:∫∫∫
Ω

yz√
x2 + y2

dxdydz =

∫∫
D

dxdy

∫ 5

0

yz√
x2 + y2

dz

=
25
2

∫∫
D

y√
x2 + y2

dxdy,

integrală pe care o calculăm folosind coordonate polare.
(b) Coordonatele cilindrice sînt:

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

, (ρ,ϕ, z) ∈ [0,∞)× [0, 2π)×R,

iar jacobianul transformării este J = ρ.
PentruΩ, avem:

z ∈ [0, 5], ϕ ∈
[
0,
π

2
]
, ρ ∈

[
1,

2√
3 cos2ϕ+ 1

]
.

Obt, inem, atunci: ∫∫∫
Ω

yz√
x2 + y2

dxdydz =

∫ 5

0
dz

∫ π
2

0

∫ 2√
3 cos2ϕ+1

1

zρ sinϕ
ρ

ρdρ

=
25
2

∫ π
2

0

3(1 − cos2ϕ)

3 cos2ϕ+ 1
sinϕdϕ

=
25
18

(4π
√

3 − 9).

2. Folosind coordonatele sferice (generalizate) să se calculeze integralele:

(a)
∫∫∫

∆

(y− x)dxdydz, unde domeniul este:

∆ = {(x,y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 6 1,y > 0};
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(b)
∫∫∫

Ω

(
1 − x2 −

y2

9
−
z2

4

) 3
2
dxdydz, domeniul fiind:

Ω = {(x,y, z) ∈ R3 | y > 0, z > 0, x2 +
y2

9
+
z2

4
6 1};

(c)
∫∫∫

Π

zdxdydz, unde domeniul este:

Π = {(x,y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + (z− 1)2 6 1}.

Indicat, ii: Coordonatele sferice sînt:
x = ρ sin θ cosϕ

y = ρ sin θ sinϕ

z = ρ cos θ

, (ρ, θ,ϕ) ∈ [0,∞)× [0,π]× [0, 2π).

Jacobianul transformării este J = ρ2 sin θ.
Pentru coordonatele sferice generalizate (utile pentru elipsoizi) sînt:

x = aρ sin θ cosϕ

y = bρ sin θ sinϕ

z = cρ cos θ

,

definite pe acelas, i domeniu de mai sus, iar jacobianul este J = abcρ2 sin θ.

3. Calculat, i volumele mult, imilorΩ, mărginite de suprafet,ele de ecuat, ii:

(a) 2x2 + y2 + z2 = 1, 2x2 + y2 − z2 = 0, z > 0;

(b) z = x2 + y2 − 1, z = 2 − x2 − y2;

(c) z = 4 − x2 − y2, 2z = 5 + x2 + y2;

(d) x2 + y2 = 1, z2 = x2 + y2, z > 0.

Indicat, ii: (a) Intersectăm cele două suprafet,e, egalînd primele două ecuat, ii s, i obt, inem:

4x2 + 2y2 = 1, z =
1√
2

.

Atunci, proiect, ia acestui domeniu pe planul XOY este:

D = {(x,y) | 4x2 + 2y2 6 1}.

Iar coordonata z o putem lua între cele două suprafet,e, adică:√
2x2 + y2 6 z 6

√
1 − 2x2 − y2.

Rezultă că putem calcula volumul mult, imii astfel:

V(Ω) =

∫∫∫
Ω

dxdydz =

∫∫
D

dxdy

∫√1−2x2−y2

√
2x2+y2

dz,

iar apoi pe domeniulD putem folosi coordonate polare generalizate (pentru parametrizarea elipsei).
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(b) Similar, intersectăm cele două suprafet,e rezolvînd sistemul de ecuat, ii s, i găsim:

x2 + y2 =
3
2

, z =
1
2

.

Proiect, ia pe planul XOY este:

D =
{
(x,y) | x2 + y2 6

3
2
}

.

Atunci:

V(Ω) =

∫∫∫
Ω

dxdydz =

∫∫
D

dxdy

∫ 2−x2−y2

x2+y2−1
dz.
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