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Seminar 2
Integrale improprii cu parametri

1. 5S4 se calculeze integralele, folosind derivarea sub integrala:

s

(a) I(m) = r In(cos? x + m? sin® x)dx, m > 0;
0

s

(b) I(a) = JZ In(a® —sin?0)d0,a > 1;

0
(c) I(a) = Jl arctan ax dx,a>0
0oxvV1—x2 '
Solutii:

(a) Daca consideram functia:

2

f(x, m) = In(cos®x + m?sin®x),

observam ca este continud si admite o derivatd partiald continua in raport cu m.

Atunci obtinem:

2

i .
of 2 sin“ x

%— dx

I'(m :2mJ
(m) 0 cos?x + m2sin?x

Pentru a calcula integrala, facem schimbarea de variabild tanx = t si atunci:

1
dt = ———dx.
Cos? x
Integrala initiald se poate prelucra:
s .2
2 sin“ x
I'(m) = ZmJ dx.
(m) o cos2x(1+m2tan?x)
Asadar, pentru a obtine sin? x in functie de t calculdm:
7sin2 L = sin’x = 7t2
1—sin’x 1+t
In fine, integrala devine:
, o0 t2
I'(m) =2m .
(m) JO (1+m2t2)(1+t2)

Facind descompunerea in fractii simple, obtinem:

t2 1 <1 1 )
(14+m2t2)(1+t2) m2—1\t2+1 m2t2+4+1/°

si calculam in fine integrala I'(m) = 5. Integrdm si gasim I(m) = mIn(m + 1) + c. Deoarece
[(1) =0, rezultd ¢ = —mtIn 2 si, in fine:
1
I(m) = nl m+1

(b) Dacéa consideram functia:
£(0,a) = In(a® —sin0),



IntProb-FIA, 2017—2018, L. Lemnete & M. Olteanu Notite de Adrian Manea

observam ca este continud si admite o derivata partiald continud in raport cu a.
Atunci avem:

of 2 2
- —r ¢ Jde.

I’(a)—a—

Cu schimbarea de variabild t = tan 0, avem succesiv:

I'(a) :J 2a LEH

2 2 1 12
0 a 1+12 +

_r"zadt

)y t2(a2—-1)+a?
2a [* 1

ot +a271

2a  Va2-—1 va?—1j
== . -arctant———

ac—1 a a 0

2

a?—1
T

a2—1

0 aZ—sin?0

T
2

Integram pentru a obtine I(a) si gdsim:

I(a) = J\/%da =nln(a++va2-1)+c.

Pentru a calcula constanta c, putem rescrie integrala din forma initiala:

to)= [ (o2(1- %) )ae

0
s fud )
_ Jz In a2d@ +r In (1) ao.
0 0 a
Putem considera limita a — oo si atunci integrala de calculat tinde la 0, deci ¢ = —mIn 2.

Concluzie: I(a) = mrln 4¥e—1 Vzaz_l

(c) Daca consideram functia f(x,a) = %, observam cd este continud si admite o derivata

partiala continua in raport cu a. Atunci:

I'(a)

_of Jl dx
da 0 (1+C12X2) 1—x2
Pentru a calcula integrala, facem schimbarea de variabild x = sin t si obtinem:
2 dt
I'(a) = J —
0 1+ a%sin“t
Mai departe, aplicim schimbarea de variabild tan t = u si obtinem succesiv:

& du
Ula)=| — =
(a) L (1+a2)u2+1

T 1

T2 Viva

Asadar, printr-o integrare in functie de a, gasim:

I(a) = gln(cH— 1+a2) +c.

2
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Cum I(0) =0, gasim ¢ = 0.

2. Séa se calculeze, folosind functiile B si I™:

re

(a) 1 In®x - (1 —Inx)*dx;
J1 X

rl 1
(b) | y/In-dx;
Jo X

00 X2

T 4%
Jo @+x32%"

()

o0

(d) e,XZ —2x+3 dX,‘
J—1

Indicatie (d):

-1 -1

Notind acum x + 1 =y, integrala se rezolva cu formula pentru I.

Oo 1)2+4 400 1)2
J e~ (xH1)°+ dx:eJ e~ (17 gx.



