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Seminar 2
Integrale improprii cu parametri

1. Să se calculeze integralele, folosind derivarea sub integrală:

(a) I(m) =

∫ π
2

0
ln(cos2 x+m2 sin2 x)dx,m > 0;

(b) I(a) =
∫ π

2

0
ln(a2 − sin2 θ)dθ,a > 1;

(c) I(a) =
∫ 1

0

arctanax
x
√

1 − x2
dx,a > 0.

Solut, ii:
(a) Dacă considerăm funct, ia:

f(x,m) = ln(cos2 x+m2 sin2 x),

observăm că este continuă s, i admite o derivată part, ială continuă în raport cum.
Atunci obt, inem:

∂f

∂m
= I ′(m) = 2m

∫ π
2

0

sin2 x

cos2 x+m2 sin2 x
dx

Pentru a calcula integrala, facem schimbarea de variabilă tan x = t s, i atunci:

dt =
1

cos2 x
dx.

Integrala init, ială se poate prelucra:

I ′(m) = 2m
∫ π

2

0

sin2 x

cos2x(1 +m2 tan2 x)
dx.

As, adar, pentru a obt, ine sin2 x în funct, ie de t calculăm:

sin2 x

1 − sin2 x
= t2 ⇒ sin2 x =

t2

1 + t2 .

În fine, integrala devine:

I ′(m) = 2m
∫∞

0

t2

(1 +m2t2)(1 + t2)
dt.

Făcînd descompunerea în fract, ii simple, obt, inem:

t2

(1 +m2t2)(1 + t2)
=

1
m2 − 1

( 1
t2 + 1

−
1

m2t2 + 1

)
.

s, i calculăm în fine integrala I ′(m) = π
m+1 . Integrăm s, i găsim I(m) = π ln(m + 1) + c. Deoarece

I(1) = 0, rezultă c = −π ln 2 s, i, în fine:

I(m) = π ln
m+ 1

2
.

(b) Dacă considerăm funct, ia:
f(θ,a) = ln(a2 − sin2 θ),
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observăm că este continuă s, i admite o derivată part, ială continuă în raport cu a.
Atunci avem:

I ′(a) =
∂f

∂a
=

∫ π
2

0

2a
a2 − sin2 θ

dθ.

Cu schimbarea de variabilă t = tan θ, avem succesiv:

I ′(a) =

∫∞
0

2a

a2 − t2

1+t2

· 1
1 + t2dt

=

∫∞
0

2a
t2(a2 − 1) + a2dt

=
2a

a2 − 1

∫∞
0

1

t2 + a2

a2−1

dt

=
2a

a2 − 1
·
√
a2 − 1
a

· arctan t

√
a2 − 1
a

∣∣∣∞
0

=
2√
a2 − 1

· π
2

=
π√
a2 − 1

.

Integrăm pentru a obt, ine I(a) s, i găsim:

I(a) =

∫
π√
a2 − 1

da = π ln(a+
√
a2 − 1) + c.

Pentru a calcula constanta c, putem rescrie integrala din forma init, ială:

I(a) =

∫ π
2

0
ln
(
a2
(

1 −
sin2 θ

a2

))
dθ

=

∫ π
2

0
lna2dθ+

∫ π
2

0
ln
(

1 −
sin2 θ

a2

)
dθ.

Putem considera limita a→∞ s, i atunci integrala de calculat tinde la 0, deci c = −π ln 2.
Concluzie: I(a) = π ln a+

√
a2−1

2 .

(c) Dacă considerăm funct, ia f(x,a) = arctanax
x
√

1−x2 , observăm că este continuă s, i admite o derivată
part, ială continuă în raport cu a. Atunci:

I ′(a) =
∂f

∂a
=

∫ 1

0

dx

(1 + a2x2)
√

1 − x2
.

Pentru a calcula integrala, facem schimbarea de variabilă x = sin t s, i obt, inem:

I ′(a) =

∫ π
2

0

dt

1 + a2 sin2 t
.

Mai departe, aplicăm schimbarea de variabilă tan t = u s, i obt, inem succesiv:

I ′(a) =

∫∞
0

du

(1 + a2)u2 + 1

=
π

2
· 1√

1 + a2
.

As, adar, printr-o integrare în funct, ie de a, găsim:

I(a) =
π

2
ln(a+

√
1 + a2) + c.
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Cum I(0) = 0, găsim c = 0.

2. Să se calculeze, folosind funct, iile B s, i Γ :

(a)
∫e

1

1
x

ln3 x · (1 − ln x)4dx;

(b)
∫ 1

0

√
ln

1
x
dx;

(c)
∫∞

0

x2

(1 + x4)2dx;

(d)
∫∞
−1
e−x

2−2x+3dx;

Indicat, ie (d): ∫∞
−1
e−(x+1)2+4dx = e4

∫∞
−1
e−(x+1)2

dx.

Notînd acum x+ 1 = y, integrala se rezolvă cu formula pentru Γ .
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