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Seminar 9
Extremele functiilor de mai multe variabile
Metoda celor mai mici patrate.

1 Extreme in mai multe dimensiuni

Pornim cu urmatoarea:

Definitie 1.1: Fief: A - R, cu A C R™.

Un punct a € A se numeste punct critic pentru f daca f este diferentiabild in a si df(a) = 0, adica

of _ : _
I 0, pentruoricek =1,...,n.

Rezultd de aici cd punctele de extrem local ale lui f sint printre solutiile sistemului:

{i(xl,...,xn) = 0} .

0xy k
In studiul naturii punctelor critice pentru o functie f, pasii de urmat sint:
(1) Se determina punctele critice, din anularea derivatelor partiale;
(2) Fie aunpunct critic. Se calculeazd matricea hessiand corespunzatoare, adicd H¢(a) = (%aij (a)) g ;

(3) Se calculeaza valorile proprii ale lui H:

(a) Dacad toate valorile proprii sint pozitive, a este un minim local;
(b) Dacd toate sint negative, a este un maxim local;
(c) Daca valorile proprii nu au semn uniform, a nu este de extrem;

(d) Daca 0 este valoare proprie, nu se poate decide. Astfel, se dezvoltd in serie Taylor a lui f in
jurul lui a, de unde se calculeazd semnul diferentei f(x) — f(a).

Pentru cazul bidimensional (n = 2), avem o metoda simplificata:
(1) Se determind punctele de extrem din sistemul:
of _of .
ox odoy

(2) Fie a = (aj, az) un asemenea punct critic. Calculdm numerele:

To = ﬁ(al as)
ox2"

S0 = ﬁ(al a)
xdy

to = ﬁ(Cll az)
oyz

Observdm cd avem:
d*f(ay, ap) = rodx® + 2spdxdy + todyz.

(a) Dacdarg > 0sirgtg— s% > 0, atunci a e punct de minim local;

(b) Daca rg < 0sirtptg— s% > 0, atunci a e punct de maxim local;
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(c) Dacd rotp < 0, atunci a nu este punct de extrem local;

(d) Daca rotg — s%, atunci studiem semnul f(x;,x2) — f(aj, az) prin dezvoltare in serie Taylor.

Dezvoltarea in serie Taylor pentru o functie de doua variabile reale in jurul punctului a =
(x0,Yo) este datd de formula:

1 0 fo)
flxy) = 1(a) + 37 [(x—xa) gla) + (y —vo) 3 (o)
1 621-" azf 621:
+ g7 [0 =0 gz @) +20—x0)y —yo) 5 (@) + (y —wo) g (@) +
1 0°f 0°f o3 0%
T3 [(X—Xo)gﬁ(a) +3(x —x0)*(y —yo)m(a) +3(x —x0)(y —yo)° 2x0y? (a) + (y _UO)saTﬁm)
+.

Observatie 1.1: In cazul in care se impun constringeri pentru domeniul de definitie a functiei, se
studiaza separat problema punctelor de extrem in interiorul domeniului, precum si pe frontiera.

2 Regresia liniara

Regresia liniard se adreseaza unor probleme de tip statistic, atunci cind avem la dispozitie o serie de
date experimentale, pe care trebuie sd le corelam cu un model teoretic liniar.

Asadar, date o serie de perechi de puncte de forma (xi,yi), care reprezintd datele colectate intr-
un experiment care verifica o teorie bazata pe ecuatii liniare, ne punem problema gasirii celei mai
potrivite drepte care sd prezinte o abatere minima fatd de punctele colectate (eng. “best fit”).

Fie, asadar, dreaptay = f(x) = ax + b modelul teoretic pe care il studiem. Daca (xi, yi) reprezinta
colectia de puncte experimentale, atunci vom minimiza abaterea lor de la functia f prin intermediul
metodei celor mai mici pdtrate. Vom impune, asadar, ca suma patratelor distantelor de la punctele
colectate la dreapta teoreticd sd fie minima.

In expresia f(x) = ax + b, necunoscutele sint a si b, deoarece ele determina dreapta experimentald
pe care o ciutdm. Asadar, putem privi f ca pe o functie de variabilele a si b. Scriem, deci, expresia
corespunzdtoare celor mai mici patrate:

n

S(a,b) = [f(xi) —yil*.

i=1

Aceastd functie se doreste minimizatd, asadar problema revine la gasirea punctelor de minim
pentru ea.

Se studiazd punctele critice cu metoda din sectiunea de mai sus, apoi se gdsesc punctele (a,b)
care sd fie de minim.

In fine, dreapta de regresie estey = ax + b.

Se poate face si calculul erorilor, folosind variabilele:

Sr=) (yi—b—ax)’

i

St = Z(yl _g)Z/

i

unde J este media (aritmeticd) a valorilor y; experimentale.
In fine, se pot calcula eroarea standard a estimarii si, respectiv, abaterea medie patratica:

€ = Sr o= St
Vn-2" 7 Vn-1
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3 Exercitii
1. Fie functia:
f:DCR* - R, f(x,y) =x*+xy+y> —4Inx—10Iny + 3.

Determinati punctele de extrem si calculati valorile functiei in aceste puncte.

2.Fief:D CR?> = R, f(x,y) =x%+y3 —6xy.
(a) Pentru D = IR?, determinati punctele de extrem si calculati valorile functiei in aceste puncte;

(b) Pentru D = {(x,y) € R? | x > 0,y > 0,x+y > 5}, determinati valoarea minima si maxima a
functiei.

Indicatie (b): Considerati functiile g;(x) = f(x,0), g2 = f(0,y) si apoi functia g3 = f(x,5 —x),
cdrora le gasiti punctele de extrem.

3.Fief: D — R?, f(x,y) = 3xy? —x®> — 15x — 36y +9.
(a) Pentru D = IR?, determinati punctele de extrem si calculati valorile functiei in aceste puncte;
(b) Pentru D = [—4,4] x [3, 3] determinati valoarea minim4 si valoarea maxima a functiei.

Indicatie (b): Considerati functiile f(x, —3), f(4,y), f(x, 3), f(—4,y).

4.Fie f:D C R* = R, f(x,y) = 4xy —x* —y*.
(a) Pentru D = IR?, determinati punctele de extrem si calculati valorile functiei in aceste puncte;

(b) Pentru D = [—1,2] x [0,2], determinati valoarea minima si maxima a functiei.

5.Fie f: D C R?> = R, f(x,y) = x> +3x%y — 15x — 12y.
(a) Pentru D = IR?, determinati punctele de extrem si calculati valorile functiei in aceste puncte;

(b) Pentru D = {(x,y) € R? | x > 0,y > 0,3y + x < 3} determinati valoarea minima si valoarea
maxima a functiei.

6. Determinati valorile extreme pentru functiile f, definite pe domeniile D, unde:
(@) flx,y) =x>+y°>—6xy,D =R,
(b) f(x,y) =xy(1—x—y),D =10,1] x[0,1];
(©) f(x,y) =x*+y* —2x2 +4xy —2y%,D = (—00,0) x (0, 0);
(@) x,y) =+ +8y> —2xy, D = {(x,y) € R? | x,y > 0,y +2x < 2)

(e) flx,y) = x4+y3 —4x3—3y2 +3y,D ={(x,y) € R? | x2+92 < 4}
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7. 54 se determine dreapta de regresie care mediaza printre punctele M;(1,2), M2(2,0), M3(3, 1).

8*. Dintre toate paralelipipedele dreptunghice cu volum constant 1, determinati pe cel cu aria
totald minima.
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