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Seminar 9bis
Teorema reziduurilor (supliment)

Principalele metode de a calcula reziduurile unei functii sint redate in teorema urma-
toare.

Teorema 1 (Calculul reziduurilor): (1) Rez(f, a) = c_1, unde c_1 este coeficientului lui

din dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in vecindtatea singularititii z = a;

(2) Daci z = a este pol de ordinul p > 2 pentru f, atunci:

7

Rez(f,a) =

(p—1)! lim [(Z_ a)pf(z)] "

(3) Daci z = a este pol simplu pentru f, atunci, particularizind formula de mai sus, avem:

Rez(f,a) = lim(z — a)f(z);

z—a

(4) Daci f se poate scrie ca un cit de doud functii A, B, olomorfe in jurul punctului a si dacd a este
pol simplu pentru f, adicid B(a) = 0, atunci:

Rez(f,a) = Zh_r{h BA’((Z))
1. Sa se calculeze urmatoarele integrale:
(b) 1::Y ﬁ,y:xz%—yz—Zx:O;
1= u“zl—a (z —le)j(ZlJr 2) dz
Solutie: (a) Punctele z = =£1 sint poli de ordinul 1 pentru functia f(z) = a1 Ele

sint situate in interiorul discului pe care integram, cu |z| = 2, deci putem aplica teorema

reziduurilor:
[ = 2 - (Rez(f,zl) +Rez(f,z2)>.

Calculam separat reziduurile:

. 1 1

ReZ(f,Zl) = ili:f}(z—l) : m = E
Rez(f, zp) = lim (z+1) - ——— — —1
22 _z—>—1Z 22—1 2
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Rezulta:
/101

(b) Curba y este un cerc centrat in (1,0) si cu raza 1. Cautam polii functiei f(z) = Zfﬁ

care se afla in interiorul lui y.
Avem succesiv:

241=0=2z*=—-1=cosmt+isinm =

4 . R
Z=14/COSTT+1SINTT =

2k 2k
Zi :cos7T+4 n+isin%ﬁ,k:0,1,2,3.

Doar punctele zy, z3 se afld in interiorul discului delimitat de vy si calculdm reziduurile in

aceste puncte.
Putem aplica formula din Teorema|l|(4) si avem:

A(Z) 1 1 ni
R f’ = ’ = — ‘ = ——e 4
eZ( ZO) B/(Z) P4 4Z3 ) 46
A(z) 1 1 7w
R f’ = = — —_ —— 4
eZ( Z3) B/(Z) z3 4Z3 z3 4e
Rezulta:
B J dz 27-[i< - leT B lehi) B _ﬂ\/ﬁi
yzt+1 2
(c) Avem doi poli, z = 1,z = —2 in interiorul conturului. Se vede cd z; = 1 este pol de
ordinul 2, iar z; = —2 este pol de ordinul 1. Calculdm reziduurile:
22 +1

1, 2
Rez(f, z1) = o £1_r>r} (z—-1) (z—1)2%(z+2)

_ 1, izl
20251 (z+2)?

_2
9
2
z-+1 5
ez(f,zp) = lim (2 +2) —53, 757 =5

Rezulta:

I—J 241 4 14
|z|=3 (Z—l)z(Z—I-Z) 9

2. 54 se calculeze integralele:

(@) J dz

2=1 Sinz’
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ya
(b) € dz;

2
Jizl=1 Z
[ 3
(©) zezdz;
J|z|=5

dz

D T

sinz

(e) dz.

Jg=1 24

Indicatii: (a) z = 0 este singurul pol din interiorul domeniului;

(b), (c) Dezvoltam in serie Laurent si identificam reziduurile folosind Teorema (1| (1).

(d) Avem z = 1 pol de ordin 3 si z = —1 pol simplu. Doar z = 1 se afld in interiorul
domeniului si dezvoltam in serie Laurent dupa puterile lui z — 1:

1 1
z+1 2—(—(z—1))
_1 1
21— (-5
1 alz=1"
=5 (—1) on
n=>0
(z—1)"
:Z(_l)n on+1 4
n=0
pentru [z — 1| < 2.
Rezulta:
1 _Z(_l)n(z—1)“—3_ 1 11
(z+1)(z—1)3 2+l 2(z—1)3 4(z—1)2  8(z—1) 16 ’

deci Rez(f,1) = %.
(e) Avem z = 0 pol de ordinul 3. Putem calcula reziduul folosind dezvoltarea in serie
Laurent sau cu formula din Teorema [I}2).

Aplicatii ale teoremei reziduurilor
Putem folosi teorema reziduurilor pentru a calcula integrale trigonometrice de forma:

27T
I= J R(cos 6,sin 0)do,
0
unde R este o functie rationala.

Facem schimbarea de variabild z = e si atunci, pentru 0 € [0,27], z descrie cercul |z| =1,
o datd, in sens direct.



ETTI-AM2, 2017—2018, M. Joita & A. Nitd Notite de Adrian Manea

Folosim formulele lui Euler:

e +et® 1 1
cose—T—§<z+z>
- etd =10 1( 1)
nb=————=—(z—-).
s 21 2i\F 72

Atunci, daci z = €9, rezultd dz = ie'® d6 = izd®9, iar integrala devine:

27t
I= J R(cos0,sin0)do = ﬁ) Ri(z)dz,
0 lz|=1

unde:

1,241 22—1
Riz) = —R(5- 5.
1(z) iz 2z 2iz
Aceastd functie poate avea poli si deci putem folosi teorema reziduurilor. Dacd ay, ..., an
sint polii din interiorul cercului unitate, avem:

11 = ZTEIZ Rez(Rl, (lk).
k>1

Sd vedem citeva exemple:

() T8
Jo 2+cos®’
r2 T

do
(b)

Jo 1130520’
© 2" sin® .
Jo 1+1isin® 7
27 de

Jo 1+ asin®’

(d)

lal < 1,a € R.

Solutie:
(a) Notam z = e cu 8 € [0,27]. Atunci avem succesiv:

: d
dz = ied0 = izdz = d6 = I—ZZ
o 2 2 z
1 2z

2+cos0 zZ2+4z+1
rﬂ do _iF 2z dz
0 2+cos®  JyoZ2+4z+1iz
dz
=-2i _—.
fz—l 22 +4z+1

Acum folosim teorema reziduurilor. Singularitdtile functiei f(z) = z2+i—z+1 sintz=-2+

/3, care sint poli simpli. Numai z = —2 + /3 se afla in interiorul cercului |z| = 1 si calculdm
reziduul folosind Teoremal[I}(2).



