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Seminar 2
Ecuat,ii s, i sisteme diferent,iale

Exercit,ii suplimentare

1. Determinat, i solut, ia generală pentru următoarele ecuat, ii diferent, iale:

(a) y ′ = 3y
2
3 ;

(b) xy ′ = 2y;

(c) y ′ = ex+y;

(d) y ′ = 2x
3y2+1 ;

(e) (x2 + y2 + 2x)dx+ 2xydy = 0;

(f) (x3 − 3xy2 + 2)dx− (3x2y− y2)dy = 0;

(g) y2dx+ (3x − 2y)dy = 0;

(h) (x+ y2)dx− 2xydy = 0;

(i) xy ′ + y = x3;

(j) x2y ′ + (1 − 2x)y = x2;

2. Găsit, i solut, ia generală pentru următoarele sisteme diferent, iale:

(a)

󰀫
y ′ = 2y+ z

z ′ = y+ 2z
, y = y(x), z = z(x);

(b)

󰀫
y ′ = −3y− 4z

z ′ = y+ 2z
, y = y(x), z = z(x);

(c)

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

y ′
1 = −2y1 − y2 + y3

y ′
2 = 5y1 − y2 + 4y3

y ′
3 = 5y1 + y2 + 2y3

, y1 = y1(x),y2 = y2(x),y3 = y3(x);

(d)

󰀫
x ′ = x+ 3y

y ′ = −x+ 5y− 2et
, pentru funct, iile x = x(t),y = y(t), cu condit, iile x(0) = 3,y(0) = 1.

3. Determinat, i solut, ia generală pentru următoarele ecuat, ii diferent, iale:

(a) y(3) + 4y(2) + 3y ′ = 0;

(b) y(2) + 4y ′ + 4y = 0;

(c) y(3) + y = 0;

(d) y(4) + 4y(2) = 0.

4. Determinat, i solut, ia generală pentru următoarele ecuat, ii neomogene:

(a) y(2) − 2y ′ + y = 1
xe

x;

(b) y(2) + y = 1
cosx ;
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(c) y(3) + y ′ = tan x;

(d) y(3) + 2y(2) = x+ 2;

5. Determinat, i solut, ia sistemului diferent, ial liniar neomogen:
󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

x ′ = 2x− y

y ′ = −x+ 2y+ etz

z ′ = −y+ 2z

s, tiind că satisface condit, iile init, iale X(0) =

󰀳

󰁃
0
1
0

󰀴

󰁄.

Ecuat, ii Euler
O ecuat, ie diferent, ială liniară de ordinul n de forma:

L[y] = anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + · · ·+ a0y = f(x)

cu ai constante s, i f ∈ C1(I) se numes, te ecuat, ie Euler.
Ecuat, iile Euler se pot transforma în ecuat, ii cu coeficient, i constant, i prin schimbarea de variabilă

|x| = et. De remarcat că, deoarece funct, ia necunoscută este y = y(x), pentru a obt, ine y ′ trebuie să
aplicăm regula de derivare a funct, iilor compuse. Fie z(t) = y(et). Atunci avem, de exemplu, primele
două derivate:

z ′(t) = y ′(et)et ⇒ y ′(et) = e−tz ′(t)

z′′(t) = y′′(et)e2t + y ′(et)et = y′′(et)e2t + z ′(t)

Exemplu: x2y(2) + xy ′ + y = x.
Facem substitut, ia |x| = et s, i obt, inem:

e2t · e−2t(y(2) − y ′(t))− et · y ′(t) · e−t + y(t) = et.

Echivalent:
y(2)(t)− 2y ′(t) + y(t) = et.

Aceasta este o ecuat, ie liniară de ordinul al doilea, neomogenă. Asociem ecuat, ia algebrică f(r) =

r2 − 2r+ 1 = (r− 1)2 = 0, deci solut, ia generală a ecuat, iei omogene este:

y(t) = c1e
t + c2te

t.

Folosind apoi metoda variat, iei constantelor, obt, inem succesiv:

y(t) = c1e
t + c2te

t +
t2et

2
⇒

⇒ y(x) = c1x+ c2x ln x+
x ln2 x

2
.

6. Să se rezolve ecuat, iile Euler:

(a) x2y(2) − 3xy ′ + 4y = 5x, x > 0;

(b) x2y(2) − xy ′ + y = x+ ln x, x > 0;

(c) 4(x+ 1)2y(2) + y = 0, x > −1.
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