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Seminar 4
Matricea unei aplicatii liniare. Utilizari

1 Matricea unei aplicatii liniare

Existd o foarte strinsd legdturd intre matrice si aplicatii liniare, definite pentru orice spatiu vectorial.
De aceea, asa cum vom vedea, multe din notiunile pe care le stim de la spatii vectoriale cu ajutorul
aplicatiilor liniare pot fi reformulate in contextul matricelor.

Punctul de pornire este urmatorul.

Definitie 1.1: Fie V si W doud spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ k.
Definim multimea:
L(V,W) ={f:V = W| faplicatie liniard }.

Se aratd cd £(V, W) devine chiar un spatiu vectorial peste k, cu operatiile:

(f+g)(v) =f(v)+g(v),YeV,Vf,ge L(V,W),
(af)(v) = f(awv), Vo e k,f € L(V,W),ve V.

In plus, se poate demonstra urmdtoarea teorema:

Teoremi 1.1: [n contextul si cu notatiile de mai sus, daci dimV = n,dim W = m, atunci dim £(V, W) =
m - n. In particular, L(V, W) ~ My n (k).

Rezultd, asadar, cd oricdrei aplicatii liniare i se poate asocia in mod unic o matrice. Este vorba
despre matricea aplicatiei intr-o bazi, definita astfel.

S& ludm un exemplu particular. Considerdm spatiul vectorial real IR® si baza sa canonicd, B =
{e1 =(1,0,0),eo =(0,1,0),e3 = (0,0,1)}.

Fie aplicatia liniara f : R3? — R?,f(x,y,z) = (3x —5y,2z — x).

Matricea aplicatiei f in baza B, notatd MB(f), se defineste prin (f(e;))'. Adica se calculeaza f in
fiecare element al bazei, iar vectorii obtinuti devin coloanele matricei rezultate. Concret:

fler) =(3,-1)
f(e2) =(—5,0):»M3(ﬂ=< N g)
fes) =(0,2)

Aceastd corespondentd este foarte utild, deoarece, ulterior, in loc sd calculdm valoarea aplicatiei
f intr-un vector, se poate inmulti matricea aplicatiei cu vectorul respectiv (pe coloand, asa cum are sens
produsul de matrice).

De exemplu, dacd ludm, in cazul de mai sus, vectorul v = (1,—1,3) € R3, se arati prin calcul

direct ca:
1

f(v) = (8,5) =MB(f)- [ —1
3

Exercitiu: Verificati egalitatea de mai sus!
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2 Schimbarea matricei la schimbarea bazei

Dacd avem o aplicatie liniard f : V — W si doud baze fixate in cele doud spatii, atunci matricea lui f
in raport cu cele doud baze se obtine exprimind imaginea primei baze in raport cu cea de-a doua.
De exemplu, fie aplicatia:

f:IRZ —>]R3, f(X1,X2) = (3X1—3X2,X1 +2X2,X1—X2).

Consideram bazele
By ={vi =(1,1),v2=(1,-1)} C R?

si
By = (w1 = (1,0,0),w; = (0,1,0), w3 = (0,0,1)} € R®.

Atunci, matricea lui f in raport cu cele doud baze se obtine din calculul:

f(\)l) - (_1/3/0) :_1'W] +3W2+0W3
f(v2) = (5,—1,2) =5-w; —1-wp +2-w3.

Asadar, avem:

-1 5
BiMmP2(f)=| 3 -1
0 2

Definim acum urmatorul concept:

Definitie 2.1: Fie V un k-spatiu vectorial si By, B, doud baze ale sale.
Matricea de trecere de la baza By la baza B, are drept coloane coordonatele vectorilor din baza By
scrisi in functie de baza B,.

De exemplu, sd ludm V = R3 si baza canonicid B; = {ej, e, e3}, precum si baza B, = {v; =
(—1,2,1),v2 = (0,—1,-1),v3 = (1,1,1)} (Exercitiu: verificati cd B, este, intr-adevar, baza!).
Atunci avem:
e1 =(1,0,0) = aqvq + xovy + agvs
ez = (0,1,0) = Byvi + B2v2 + B3vs
e3 = (0,0,1) =y1v1 +v2v2 + V3V3.

Rezultd trei sisteme:

—ot1 + &3 =1 —B1+ B3 =0 —Y1+7Y3 =0
20—+ a3 =0, 21 —PB2+P3s =1, 2y1—v2+7V3
0 —xx+oaz =0 P1—PB2+P3s =0 Yi—v2+vs =1

Matricea de trecere va fi, atunci:

o B1 vi
BiMB2 = | oy B2 72
a3 B3 V3

Exercitiu: Finalizati calculele pentru exercitiul de mai sus! (Determinati explicit coordonatele
i, Bi, Vi si matricea B1MB2))
Cu aceasta, avem urmadtorul rezultat:

Teoremi 2.1: Fie A matricea unei aplicatii liniare in baza B a unui spatiu vectorial. Fie B’ o altd bazi si S
matricea de trecere de la baza B la baza B’.
Atunci matricea aplicatiei se schimbd dupd formula:

A'=S1.A-S.
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In cazul schimbarii bazelor in domeniul si codomeniul unei aplicatii liniare, avem rezultatul:

Teorema 2.2: Fie V, W doud k-spatii vectoriale, cu dimV =n,dim W = msi fie f € L(V, W).
Fie By = {vi} si By = {Vy,} doud baze in V si By ={wj}, respectiv By = {wj} doud baze in W.
Fie A matricea de trecere de la By la By si B matricea de trecere de la By la B.

Atunci are loc relatia: o
BimMB2(f) =B~ BIMP2(f) - A

Modificarea coordonatelor unui vector la schimbarea bazei se face conform:

Teorema 2.3: Fie x € V un vector care are coordonatele x = (xq,...,xn) in baza B si coordonatele x' =
(x1,...,x5,) in baza B’ ale spatiului vectorial V.

Fie A matricea de trecere de la baza B la baza B'.

Atunci legidtura intre coordonate este dati de:

x't=A"1.x.
Mai definim:

Definitie 2.2: Doud matrice P,Q € M, (k) se numesc asemenea daca existd o matrice inversabila A
astfel Incit:
Q=A"1.P-A.

Notam relatia de asemanare prin “~”, deci P ~ Q.

Exercitiu: Ardtati cd relatia de asemdnare a matricelor patratice de un ordin n dat este o relatie
de echivalenta (reflexiva, simetricd, tranzitiva).

Folosind cele de mai sus, rezulta:
(1) Doua matrice asemenea au acelasi rang.

(2) Matricele asociate unei aplicatii liniare f : V' — V in doud baze diferite ale lui V sint asemenea.
Are loc si rezultatul reciproc.

3 Exercitii
1. Fie transformarea liniara f : R® — IR? definita prin:
f(x1,%2,%3) = (X1 +2x3,%1 + X2 — X3).
(a) Verificati teorema rang-defect;
(b) Gisiti matricea aplicatiei f in baza canonicd a R?;
(c) Arataticd B’ ={v; = (—1,0,1),v» = (0,—1,2),v3 = (—1,1,—1)} este bazd a lui R?;
(d) Gasiti matricea lui f in baza B/;

(e) Gasiti matricea de trecere de la baza canonica B la baza B’

2. Fie transformarea liniard f € £(IR3,R*), definiti prin:
f(x1,x2,%3) = (x1 +%2,%1 +X3,X2 — X3, X1 — X2 + 2X3).

(a) Verificati teorema rang-defect;
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(b) Fie bazele:

By ={w =(1,1,-1),u=(1,-1,1),u3 = (-1,1,1)} C R
BZ = {vl = (OI 1/ 1/1)/\)2 = (11 0/ 111)/\)3 - (1/ 1/011)/\)4 - (1/ 1/ 1/ 0)} g IR4'

Gasiti matricele de trecere de la bazele canonice la By, respectiv By;
(c) Determinati matricea aplicatiei f in baza By, fatd de baza canonica din R%;

(d) Determinati matricea aplicatiei f in baza By, fatd de baza B».

3. Fie V = R[X]; si multimea:
B ={p1 =3X*+2,py = X—5,p3 = X2+ 4}.
(a) Aratati cd B’ este bazd aluiV;
(b) Determinati matricea de trecere de la baza canonica la baza B’;

(c) Fie f : V — R[X]; morfismul de derivare (in raport cu X). Determinati matricea lui f in baza
canonicd a lui V, fatd de baza canonicd alui R[X];, precum si matricea lui f in baza B” a lui V fatd
debaza B” ={q; =7, q2 = X—2}alui R[X];.

4*. Fie V spatiul vectorial al functiilor reale, generat de baza:
B ={1, cosx, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x}.

Fie aplicatia ¢ : V — V, definitd prin:

27T

(0(f)(x) —4[0 sin® (x + y)f(y) dy.

(a) Ardtati cd ¢ este aplicatie liniarg;
(b) Determinati Kero si Ime;

(c) Determinati matricea lui ¢ in baza B.

5*. Fie aplicatia urma tr : M, (R) — R, definita prin tr(A) = }_a;;, unde A = (ajj) € M (R).
Ardtati cd def(tr) = n?2 — 1, unde def(tr) = dim Ker(tr), se numeste defectul aplicatiei tr.

4 Exercitii suplimentare

6. Fie vectorii vi = (x,3x,2),vo = (5,—1,x +4),v3 = (0, —x, x).
(a) Determinati x astfel incit multimea B’ = {vy,v,, v3} sd formeze o baza pentru spatiul R3.

(b) Gisiti matricea de trecere de la baza B’ la baza canonici a lui R3.

7. Fie aplicatia:

f:R® = R?  f(x,y,z) = (38x—5y,2x +z,5x — 5y + z).

4
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(a) Ardtati ca f este aplicatie liniard;

(b) Determinati matricea lui f in baza canonica a lui R? si baza canonica a lui R?;
(c) Determinati Kerf, Imf;

(d) Verificati teorema rang-defect si gasiti baze in Kerf si Imf;

(e) Fie multimile B; = {(—1,0,1),(2,2,0),(1,0,0)} si B, = {(3,1), (—2,2)}. Aratati cd By este baza in
IR3 si B, este bazd in R?;

(f) Gasiti matricele de trecere de la bazele canonice la bazele By, respectiv Bo;

(g) Gasiti matricea aplicatiei f in raport cu bazele By, respectiv B,.

8. Fie spatiul V = R si multimile:

S1 ={(xy,z) € R®|3x+5y —z = 0};
So={(x,y,z) e R® | x =4z —ysiz=2x—yl.

(a) Ardatatica Sy — VsiSy; = V;
(b) Verificati teorema lui Grassmann pentru Sy si Sy, adica:

dim(S1 + S2) = dim 1 + dim S; —dim(S1 N Sy).
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